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翻译说明 


很多数学工作者、数学教师和数学爱好者早就希望能有一本 
比较简明的、阐述一些重要数学思想的来源和发展的书.看到 
Morris Kline 教授写的这本 Mathematical Thought from Ancient 
to Modern Times (1972) •我们感到相当满意，就组织人力把它翻 
译出来. 

这本书内容丰富，全面论述了近代数学大部分分支的历史发 
展； 篇核不大，简明扼要.正如书名所指出的，本书着重论述数学思 
想的古往今来，而不是单纯的史料传记，努力说明数学的意义是什 
么，各门数学之间以及数学和其他自然科学尤其是和力学、物理学 
的关系是怎样的.本书厚今薄古，主要篇幅是叙述近二三百年的数 
学发展，着重在19世纪，有些分支写到20世纪30年代或40年 
I 代，作者对一些重要数学分支的历史发展，对一些著名数学家的评 

论，都很有一些独到的见解，并且写得很幻人入胜. Morris Kline 

教授本人深受格丁根大学数学传统的影响，注意研究数学史和数 

学教育，是一位著名的应用數学家和數学教育家，因此，他很能体 

会读者的心情，在书中能通过比较丰富的史料来阐述观点，把科目 

的历史叙述和内容介绍结合起来.另外，为了方便读者，对许多古 

代的数学成就或资料都翻译成近代数学的语言，通俗易懂.这些都 
是本书突出的优点. 

当然，本书也有不足之处，例如忽視了我国的数学成就及其对 






















原书有 51 幸，我们把译本分成四册出版.我们希望本书的翻 
译出版，能增进读者对数学史和数学本身的了解，对数学的教学改 
革以及对数学和数学史的研究有所裨益.限于水平，译文一定还有 
许多不妥甚至错误之处，欢迎读者批评 指正. 



































单复变函数 


第27章 


实域中两个真理之间的最短路程是通过复域. 

Jacques Hadamard 


1.引 言 

从技术观点来看，19世纪最独特的创造是单复变函数的理 
论.这个科目时常被称为函数论，虽然这个简称隐含有更多的意 
思.这个新的数学分支统治了 19世纪，几乎像微积分的直接扩展 
统治了 18世纪 那样. 函数论，这一最丰饶的数学分支，曾被称为这 
个世纪的数学享受.它也曾被欢呼为抽象科学中最和谐的理论 
之一. 


2. 复函数论的开始 

我们已经看到，复数尤其是复函数是由于与部分分式积分法， 
确定负数与复数的对数，保形映射，以及实系数多项式的分解等相 
联系而实际进入数学的.实际上18世纪的人们在复数及复函数方 
面所做的工作远不 止此. D’Alembert 在他的流体力学论文《关于 
流体阻力的 —* 个新理论试论》 （Essay ⑽ a Nezu Theory of the 
Resistance of Fluids , 1752) 中，考虑了一个物体经过各向同性 
的、无重量理想流体的运动，联系这一研究，还考虑了下面的问题. 
他想确定出两个函数/>及^它们的微分是 
( 1 ) dq = Mdr + Ndy , dp = Ndx — Mdy . 



由于量 N 及 M 在 d/» 和如中都出现，故立即推知 

(2) ^ = ii ^ = _鈕 

y } 3 x ay * ay 3 x ' 

这些方程现在称为 Cauchy-Riemarm 方程.方程 (2) 是说（第19章 
第6节） gdx + pd：y 和 pdx - qdy 是某些函数的恰当微分.于是表 
达式（我们将用 i 表示 v^， 虽然 Euler 只是偶尔这样用，到 
Gauss 才成为普遍的用法 .） 

qdx + pdy + i(pdx — qdy ) = (9 + i/») (dr + ^ j , 
qdx + pdy — i(pdx — qdy ) = (g-ip)(dx -宇) 

也是完全微分，从而分+丨/»是0： +y/i 的函数，9一1/>是^: — ：y/i 的 
函数. D’Alembert 设 

(3) g + i/> =芒(工+子)+工(尤+子)， 

⑷ y i/> =芒(1_ 子) _i?(:r 一 干)， 

其中$和 C 是有待于确定的函数，在特殊的情形下, d’Alembert 曾 
把它们确定出来.将 (3) 及 (4) 相加并相减，他得出 a 和士这一点 
的意义是表明了户和9是一个复函数的实部及虚部. 

Euler 指出了如何利用复函数去计算实积分的值.从1776年 
起到1783年逝世时止，他写了一系列论文，这些论文从1788年起 
开始发表.其中有两篇是在1793年和1797年①发表的. Euler 指 
出: z 的任一函数，若对2： = 0： + &具有形式 M + iiV, 其中 Af, /V 
为实函数，那么它对于 2：==x_i：y ， 就具有形式他说，这是 
复数的基本定理.他利用这个断言去求实积分的值. 

假定 


① Nova Acta Acad. Sci. Pelrop. , 7.1789,99-133, pub. 1793 = Opera , (1), 
19,1 〜 44; ibid. , 10,1792,3-19, pub. 1797 = Opera , (1) ,19,268 〜 286. 



(5) |z(z)dz = V, 

其中 z 是实的.他令 z = x + i：y, 从而V变为 P + iQ. 于是 

(6) P-f iQ = |(M + iN)(clr + idy), 

其中 M+iiV 现在是 Z(z) 的复形式.根据他的基本断言， 

(7) P - iQ = J(M- iN)(tLc - id^), 

所以将实部及虚部分开，就有 

(8) P = ^ Mdx - Ndy t Q = ^Ndx + Mdy . 

于是， Mdx - Ndjy 与 Ndx + Md;y 分别是 P 与 Q 的恰当微分，随 
之有 

(9) 勞一罢，罢 = 罢. 

这样在 ZU) 中代入 z = x + iy , “就得到两个函数 M 和 N ,它们具 
有值得注意的性质： ^ M/dy =— 3 N / dx t dM/dx = 3 N /3 y ; P 与 
Q 也有类似的性质”.这里 Euler 强调了一个复函数的实部和虚部 
即 M 和 N ，满足 Cauchy-Riemann 方程.但是，他的主要点是利用 
积分 (8) 去计算(5)，因为/>等于原来的 V. 为将 (8) 中的积分化为 
一元函数的积分， Euler 在 (5) 中把2 = x + i：y 换为 z = r(cos 沒+ 
isifil?), 并保持0不变.事实上这就是沿着复平面上过原点的一条 
射线积分.然后他用他的方法去求一些积分的值. 

Laplace 也使用了复函数去求积分的值.在从1782年起到他 
的名著《概率的分析理论 》 （Theorie analytique des probabilites t 
1812) 为止的一系列论文中，他像 Euler 那样，把实积分转换为复 
积分来计算实积分 的值. Laplace 要求优先权，因为 Euler 的论文 
发表得比 他晚. 不过，即使是上面提到的1793年和1797年的论 
文，就已在1 77 7年3月在彼得堡科学院宣读过.在这一工作中 
Laplace 附带地引进了我们现在称之为解微分方程的 L ap l ace 变 



换方法 • 

Euler, d’Alembert 和 Laplace 的工作构成了函数论的重要进 
展.不过，在他们的工作中有一个本质的局限性，他们依靠把 
/U+i：y) 的实部和虚部分开来进行他们的分析工作.复函数实际 
上不是基本的实体.显然，这些人对于使用复函数还感觉到很不自 
然 .Laplace 在他1812年的书中 指出： “这个由实到虚的过渡可以 
看作是一个启发式的方法,它像长期以来数学家所用的归纳法.但 
是，如果十分谨慎地有约束地使用这个方法，那么所得到的结果总 
是可以证明的.”他的确强调，结果都必须验证. 


3. 复数的几何表示 

使单复变函数理论的建立更为直觉合理的一个重要步骤是复 
数及其代数运算的几何表示.许多人一 Cotes, De Moivre, 

Euler ，以及 Vandermonde -确实曾把复数看作是平面上的点， 

这可以由下述事实来说明 ： 当他们解方程 x« - 1 = 0的时候，他们 
都把这些解 

2 kn ... Ik-K 
cos _ + lsin _ 

看作是一个正多边形的顶点.例如, Euler 把: c 和: y 几何地设想为 
坐标平面上的点，用: r + i：y 代替 
•I ■和： y ， 然后将 + 表为 
r(cos 沒 +isin 沒〉，再将 r 和汐作 
b 为极坐标画出来•因此可以说复 
数作为平面上点的坐标的表示法 
1在1800年就已经知道了.不过， 
没有作出两者的决定性的同一 
化，也没有给出复数的代数运算的任何几何意义.还缺少把0： +匕 



田 27. 1 



3. 复数的几何表示 


的复函数《 + it； 的值用另一个平面的点来表示的想法. 

1797年，挪威出生的自学的测量员 Caspar Wessel(1745 - 
1818) 写了一篇论文，題目是{关于方向的分析 表示; 一个尝试>，这 
篇论文刊载在丹麦皇家科学院1799年的论文集中. Wessel 企图 
几何地表示出有向线段(向量）以及它们的运算.在这篇论文中，除 
寻常的具有实单位1的^轴外，他同时引进了一根虚轴，以■/ =T 
(他把写为 e) 作为单位.在 Wessel 的几何表示法中，向量 

图 27. 1) 是在具有单位+ 1及>/=1的平面上从原点 O 画出线 
段这向量用复数 a + bV ^ l 表示.类似地，向量 OQ 是线段 
OQ， 且是用另一数 c + 表示. 

然后 Wessel 利用以几何术语定义的复数运算来定义向量的 
运算.他给出的四种运算的定义实际上就是我们今天所学习的.例 
如“+况与 c ^- di 的和是相邻两边 OP 与 OQ 所决定的平行四边形 
的对角线. a + 6i 与 r +出的积是一个新的向量02?，使得 Oi? 与 
OQ 的比等于 OP 与实单位之比，而01?与^:轴的夹角是 OT 及 
OQ 与 x 轴的夹角 之和. 显然，与其说 Wessel 将复数与平面上的 
点相联系，还不如说他想的是将平面上的点用向量表示.他把他的 
向量几何表示法用于几何问题与三角问题. Wessel 的论文尽管有 
巨大的价值，但一直未被注意，直到1897年译成法文重新发表，才 
被人们重视. 

瑞士人 Jean-Robert Argand(1768 — 1822) 给出 了复数的一个 


Q 



9 27.3 



稍微不同的几何解释. Argand 也是自学的，并且是一个簿记员，他 
曾出版了一本小书《试论几何作图中虚量的表示法 >(Es«»\v« r 
une maniere de representer les quantites imaginaires dans les 
constructions geometriques , 1806) ①. 他注意到负数是正数的一 
个扩张，它是将方向与大小结合起来得出的.于是他问，我们能 
否利用增添某种新的概念来扩张实数系？考虑序列1, :r， 一 1, 
我们能否找到一种运算，将1转变为 x, 再把它应用到 x 上又将 
•r 转变为一 1?如果将 OP (图 27.2) 按反时针方向绕 O 转动 
90°,然后重复这个转动，我们就确实由于两次重复—个运算而 
由 P 到了 Q. 但是， Argand 注意到，这正是以 v^T 乘1,然后又以 
/=T 乘此乘积时所发生的事情，即得到 一1 .所以我们可以把 

看成是按反时针方向转过90°的旋转，而是顺时针 
方向转过90°的旋转. 

利用复数的这个运算意义， Argand 决定，由原点出发的一个 
典型线段 OB (图2 7 . 3,他称它为有向线)应表为 r( cosa+isina), 
其中 r 为长度.他也把复数 a+bi 看作是符号化了 a 及的几何 
结合 OB. Argand 像 Wessel —样，指出如何将复数几何地相加或 
相乘，并应用这些几何想法去证明三角、几何及代数的定理.虽然 
Argand 的书在复数的几何解释方面惹起一些争论，但这是他对数 
学所作的唯一贡献，他的工作没有多大的冲击，然而我们现在仍然 
讲 Argand 图解. 

在使人们接受复数方面， Gauss 做得更为有效.他在代数基本 
定理的几个证明中，用了复数（第25章第2 节). 在前三个证明中 
(1799,1815 及 1816), 他预先假定了直角坐标平面上的点与复数 
的 对应. 这里没有实际画出 jr+iy, 而是将 a: 和: y 作为平面上 


①一批论 Argand 以及其他作者的关于复数几何表示的思想的文章，可以在 



一点的坐标.此外，在证明中并没有真正用到复函数理论，因为他 
将涉及到的函数分为实部和虚部.他在1811①年给 Bessel 的一封 
信中说得更明显，他说 a + 用点 (a, 6) 表示，并说在复平面上可 
以沿着许多路径从一点到另一点.毫无疑问，从三个证明及其他未 
发表的工作（其中有一些我们随后就要讨论）中所表现出来的思 
想，可以判断1815年 Gauss 已完全掌握了复数及复函数的几何理 
论，虽然在1825年的一封信中他确实 说了* V=T 的真正奥妙是难 
以捉摸的”. 

然而，如果说 Gauss 仍旧有任何顾虑的话，那他在1831年 
前后已经克服了它们，他公开描述了复数的几何表示 .Gauss 在 
为他的论文(双二次剩余 理论》 所作的第二个说明②中以及在他 
为1831年4月23日的《格丁根学报 >(Gottingische gelehrte 

必 《) 所写的这篇论文的“摘要”中③，他对复数的几何表示 
是很清楚的.在论文的第38节中他不仅将 a + 6i 表示为复平面 
上一点(不像 Wessei 和 Argand 那样表示为一向量），而且阐述了 
复数的几何加法与乘法.在“摘要”④中 Gauss 说，双二次剩余理 
论进入复数域可能会扰乱了不熟悉这些数的人们，并且可能使 
他们对剩余理论有不确定的印象•所以他重复了他在这篇论文 
中对复数的几何表示所说的话.然后他指出，虽然现在对于分 
数、负数及实数都已很好地理解了，但对于复数只是抱了一种容忍 
的态度，而不顾它们的巨大价值•对于许多人来说,它们不过是一 
种符号游戏.但是在这个几何表示中人们可以看到“复数的直观意 
义已完全建立起来并且不需要再增加什么就可以在算术领域中采 
用这些量[着重号 是添加的].”他还说，如果1，_1和 > /^1原来 

① Werke, 8,90〜 92. 

② Comm, Soc. Gott. , 3, 1832 = Werke , 2.95 〜 148; 这篇论文的主要内容将在 
第34章第2节中讨论. 




不称为正、负和虚单位而称为直、反和侧单位，那么人们对这些数 
就可能不会产生一些阴暗神秘的印象.他说几何表示使人们对虚 
数真正有一个新的看法.他引进术语“复数”@以与虚数相对立，并 
用 i 代替 n /^T. 


4. 复函数论的基础 

Gauss 还引进了有关单复变函数的一些基本概念.在1811年 
给 Bessel 的信中②，针对 Bessel 的一篇关于对数积分 j" Ax/x 的论 
文， Gauss 指出将虚（复）的积分限考虑进去的必要性.然后 他问： 
“当上限为 a+6i 时 J^Cr)dr(Ga US s 写为知. dx) 的意义应当 
是什么？显然，如果要求有清楚的概念，那就必须假定 x 取小的 
增量，从使积分为零的: r 值到 a +6i 这个 _r 值，然后将所有的 
多 Cr)dr 加起来……但是在复平面上从 x 的一个值到另一个值的 
连续过程发生在一条曲线上，所以通过许多条路径是可能的.现在 
我断言积分 J+(jr)dr 只有一个值，即使是通过不同的路径，只要 
在两条路径所围的空间内是单值的，并且不变为无穷.这是 
一个 很美丽的定理，它的证明并不难，我将在一个适当的机会给出 
这证明. "Gauss 没有给出这个 证明. 他还断言，如果 Wx) 变为无 
穷，那么 ]V(：r)dr 可以有许多值，取决于所取的闭路径围绕 
变为无穷的点一次、二次或更多次. 

然后 Gauss 回到 j" dx/x 的特殊情形并且说，从= 1出发，走 
到某一个值 a+bi， 如果路径不包围工= 0,就得出积分的唯一的一 
个值; 但是如果路径包围 _r = 0, 那么就必须对从 x= 1到 a + 



不包围 -r = 0 的路径所得之值加上 2iti 或一 2A 这样，对于一个 
已给的 a+ 就有许多对数.随后在这信中， Gauss 说复变函数 
的积分的研究应引导到最有趣的结果.所以，甚至在 Gauss 发表 
他的代数基本定理的第二及第三个证明以前一在其中，像在 
第一个证明中一样，他避免直接应用复数及复函数，除去偶然一 


次写出以外——他对于复函数及其积分已有很明确 
的概念. 

Poisson 在1815年注意到并且在1820年的一篇论文①中讨 
论了，沿着复平面上的路径所取的复函数的积分的用处.作为一个 
例子，他给出了 


(10) 亿梦 

在这里他令 i == e '其中由 （ 2»1 + 1 )it 变到0,并且，将积分作 
为一个和数的极限处理，得到值一 （2n+l)7d. 

于是他指出 ，一 个积分，沿着一条虚路径同沿着一条实路径， 
其值不一定相同.他给出了例子 

(11) 

其中 a 和6是正的 常数. 他令 or = f+ i 々，其中 A 是常数且是正的， 
对于々>6,他得到 We-** 6 — #>/2兀，而当时，得 Tre-' 第二 
个值对于 A = 0也是正确的.所以对于; fe 的两个不同的值(意味着 
两条不同的路径），就得到两个不同的结果. Poisson 是第一个沿着 
复平面上的路径实行积分的人. 

虽然 Gauss 和 Poi sson 的这些观察的确是重要的，但他们都 
没有发表过较重要的关于复函数理论的文章.这个理论是 Augus- 
tin-Louis Cauchy 建 立的. 178 9 年，他生于巴黎，于1805年进入多 
科工艺学校，在那儿他学习工程.由于他的健康情况很差， 



Lagrange 和 Laplace 就劝他献身于数学.他担任了多科工艺学校、 
巴黎大学及法兰西学院的教授.政治对于他的经历发生了意料不 
到的影响.他是一个热心的保皇党员，并且是 Bourbons 家族的支 
持者.1830年，当 Bourbons 家族的一个远支统治法国时，他拒绝 
发誓效忠于新君主政体，并且辞去了多科工艺学校的教授职位.他 
出走到都灵，教了几年拉丁文和意大利文.1838年他回到巴黎，在 
那里当了几个教会机构的教授，一直到1848年的革命以后的政府 
废弃了效忠的 誓言. 18沾年 Cauchy 主持了巴黎大学理学院 
(Faculte des Sciences of the Sorbonne〉 的数学天文学讲座.虽然 
Napoleon 三世在1852年恢复了誓言，但他允许 Cauchy 拒绝宣 
誓.对于皇帝的屈尊姿态，他的回答是捐赠他的薪金给他曾住过的 
地方索 (Sceaux) 的 穷人. Cauchy 是一个令人钦佩的教授和一位最 
伟大的数学家，他于1857年去世. 

Cauchy 具有广泛的兴趣.他熟悉他那时代的诗歌并且是一本 
关于 Hebrew 作诗法著作的 作者. 在数学方面他写的论文超过 
700篇,仅次于 Euler. 他的全集的近代版有26卷，包含数学的一 
切分支•在力学方面，他写了关于杆和弹性膜的平衡以及关于弹性 
介质中的波等重要著作.在光的理论中，他研究了 Fresnel 开创的 
波的理论及光的散射和极化.他大大地发展了行列式的理论，建立 
了常微分方程和偏微分方程的一些基本定理. 

在复函数理论方面, Cauchy 的第一篇重要论文是他的 （关于 
定积分理论的报告 >(Memoire sur la theorie des int^grales 
definies). 这篇论文 1814 年宣读于巴黎科学院.但直到1825年才 
送去发表，在1827年出版①.出版时 Cauchy 增加了两个注解，相 
当可靠地反映了 1814年到1825年间的发展和在这个期间 Gauss 
的工作的可能影响.现在我们来看一下这篇论文本身.在序言中 


Cauchy 说，他被引导到这个工作中来，是因为他致力于严密化如 
下过程中由实到复的过渡，这过程是 Euler 从1759年起以及 
Laplace 从1782年起用来计算定积分的值的.事实上， Cauchy 引 
证了 Laplace 的工作，后者注意到方法需要严密化.但论文本身并 
没有处理这个问题，它处理了在流体力学研究中出现的二重积分 
的更换积分次序的问题. Euler 曾在1770年①说过，当积分号下每 
个变量的限彼此无关的时候，这个次序更换是允许的，至于 La¬ 
place, 他显然是同意的, 因为他屡次用了这个事实. 

具体说， Cauchy 处理了关系式 
02) | | /(x, = I I /(x, 3；)dxd3», 

其中办， ：y。，X, Y 都是常数（图2 7 . 4 )•当 fix ， :V〉在区域的内 
部及边界上是连续的时候，这个积分次序更换成立.然后他引进了 
两个函数 VU, : y) 与 SCr, 30, 

使得 

= as 

(13) a y 一 

U 凡 -- 

3x ay _ ； _|_ 

Euler 在1777年就已经指出如何 "^1 ^ ^ 

得到这样的函数（见参考书目 图 27.4 

[5], [8], [9]) •现在 Cauchy 考虑一个由 g = II给出的/“， 30. 

将 (12) 的左边/换为 《9V/a：y， 在右边将/换为 35/^r. 于是有 

<14) ix^ dj= rx5f dxdy> 

而用（13> 中第二个方程，他便得到 








这些等式可以用来在任一次序下计算二重积分的值.不过它们并 
不涉及复函数.当 Cauchy 在他的引言 ® 中说,他将“严格地并且直 
接地建立由实到虚（复）的过渡”时，他心中想的是方程 （13). 
Cauchy 说®这两个方程包含了由实到虚的过渡的全部理论. 

上述一切都是在1814年的论文的正文中，而且确实没有明显 
指出复函数理论怎样被包括在内.另外，虽然 Cauchy 按照 Euler 
与 Laplace 的同一方式，用复函数来计算实定积分的值，但是这个 
用法并未把复函数作为基本实体.一直到1821年,在他的《分析教 
程》 (Cowrs rf’ana/yse) 中③，他说 

cos + y /— 1 sin a, 
cos fr-f- ■/— lsin b ， 
cos(a + 6) + ■/— lsin(a + 6〉 

“是三个符号式，它们不能按照一般已建立的常规来解释，并且不 
代表任何实的东西."他说，上面的第一与第二式的乘积等于第三 
式这一事实,并不具有什么意义.为了使这个方程具有意义，必须 
令实部与 v/^T 的系数相等.“每一个虚方程仅仅是实量间的两个 
方程的符号表示 . ”如果我们按照对实量建立的法则来对复式进行 
运算,我们得到时常是重要的准确结果. 


在这本书里他确实处理了复数及复变数其中 M 
及 p 是一个实变数的函数，不过总是这样理解，即两个实的部分是 
它们的有意义内容.一个复变数的复值函数没有被考虑. 

在1822这一年， Cauchy 前进了几步.从关系式 （14) 和 （15) 

他有 



(16) J X [ V ( x t Y )- V ( x , y 0 )]djc 

=I [S(X, y ) — S ( x 0f 3>)]dy, 

(17) | X [S(x, Y )- S ( x , y 0 )]dx 

=-£ [V(X, y )- V ( jr 0t y )] dy . 

现在他有 r 可以把这两个方程结合起来的想法，因此作出了关于 
F ( z ) = F ( j ： + iy ) = S-hiV 的一个陈述.例如，他以 i 乘 (16) 并将 
两方程相加，得到 

厂 F(.r + iY)d.r-£ F(*r + )dr 

=J F ( X-h i^Jidy —J F ( x 0 +iy)idy, 

整理后，就给出 

(18) J": F ( jr 0 + iy)idy + f ^ F(x + iY)djr 

= I F(jr + i3> 0 )dj： + | F(X + b^idy. 
最后这个结果是沿若一个 ^ 方形边界（图 27. 4) 的复积分法这一 
简单情形厂的 Cauchy 积分定理.这个结果可以表示为 

(19) f F ( z)dz = f F(s)ds. 

J .MX- J . \HC 

即是说，积分与路径无关. 

以上这些想法，是 Cauchy 在1822年的一个注解中，在他《关 
于无穷小计算课程的总结》①（取.、 •“以 〜、•化，⑽•、• .、“r & calcul 
中,并且在1827年发表的1814年的论文的一个脚 
注中给出的.从这些较晚的著作，我们看到 Cauchy 是怎样从实函 
数到复函数的. 

1825年， Cauchy 写了另一篇论文《关于积分限为虚数的定积 

①= aSuvrrs(2 ). 4,13 - 256. 
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分的报告》,但这篇文章到1874年才发表®.这篇论文被许多人看 
作是他的最重要的论文，并且是科学史上最瑰丽的一篇，虽然在一 
段时间内 Cauchy 本人并没有赏识到它的价值. 

在这篇论文中，他又考虑了将常数及变数用复值代替的方法 
来计算实积分的问题.他处理了 

(20) r ，Y f(z)dz, 

J V.% 

其中 z = jr + bs 并且小心地定义这个积分为和数 

+ -^) +>(^i - ： y-〉] 

的极限，其中 A, A, …， X以及: y。， ％，…， y 是沿着从 U。, 

:V。）到（:V, y) 的路径的分划点.这里 x + b 肯定是复平面上的一 
个点并且积分是沿着一条复的路径的.他还证明，如果令0：= 
H 0 ,y = M ， 其中/是实的，那么结果与多和0的选择无关，也 
就是说，与路径无关，条件是在两条不同的路径之间没有/< 2 )的 
间断点.这个结果普遍化了对于矩形成立的结果. 

Cauchy 正式叙述他的定理如 下:若 /(ar+b；) 对于 xo < 

X 和:为有穷并连续，那么积分（20> 的值与函数= 
多(，）和:V = 0(0 的形式 无关. 他证明这条定理用了变分的 方法. 
他考虑了一条可供选择的路径外 f)+ ett “）， 火/)+«;<0,并且证 
明积分对于 e 的第一变分等于零.这个证明并不令人满意.在其中 
Cauchy 不仅用了 /U) 的导数的存在性，而且还用了导数的连续 
性，但他在定理的叙述中并没有作任何假定.对这一点的解释是， 
Cauchy 相信一个连续函数总是可微的，而导数只能在函数本身不 
连续的地方才不 连续. Cauchy 的信念是有道理的，因为在他的工 
作的早期，他和〗8世纪和19世纪初期的其他的人一样，都把函数 
理解为一个解析 表达式，因而导数立即可以通过惯用的形式微分 

① Bull, des Set. Math. . 7,1874,265 〜304,与 8,1875. 43〜 55. 148〜159:这 




法则得出. 

在1825年的论文中, Cauchy 对于他在1814年的论文中以及 
在该论文的一个脚注里已经接触到的一个较重要的概念看得较清 
楚些了.他考虑当 /U) 在矩形（图 27. 4) 的内部或边界上不连续 
时，将发生什么事情.这时沿着两条不同路径的积分的值可能不 
同.如果在 A =a + i 6 处, /( Z ) 为无穷，但极限 
F = Iim(z — «,)/(z) 

存在，也就是说，在々处/有一个单极点，那么积分的差是 
例如对于函数/(：0 = 1/(1+^), 它在2： 处 


为无穷，因而 a = 0/6 = 1，而 


(21) 



_ x+(y~l) ^ _ 

[j + (y + i)v cr T][x + (y-i)\/ ::: T] 



Cauchy 在他的《数学练习》① ( Exercices de mathbnatique ) 中，把 
量厂本身称为积分留数.另外，当一个函数在两条积分路径所围 
的区域内有几个极点时, Cauchy 指出，必须取留数之和来得到沿 
着两条路径的积分之差.在这个关于留数的特别的一节中，他的两 
条路径仍构成一个矩形,但他取了很大的一个，并让边长变为无 
穷，使所有的留数都包含在内. 

在 《练习 >© 中 ，Cauchy 指出 /(W 在的留数也是 f ( z ) 展为 
的幂级数展开式中项 ( z - Zl y l 的系数.很久以后，在1841 
年的一篇论文③中 .Cauchy 给出了在一个极点的留数的一个新的 
表达式，即 


F(z t ) = E[/(*)],, = 


① Four vols. • 1826 〜 1830 = (Euvres, (2).6-9. 

② Vol. 1,1826, 23 〜 37 = duvres, (2〉，6,23 〜 37. 

③ Exercices d'analyse et de physique mathematique , Vol. 2,1841,48 ~ 112 = 
(Euvres, (2),12,48 〜 112. 




其中积分是沿着一个包含 z A 的小圆取的.留数的概念及发展 
是 Cauchy 的一个重要贡献.到此为止，他所给出的所有结果的直 
接应用都是计算定积分的值. 

从 Cauchy 在他1814年论文的脚注中增加的内容以及1825 
年杰出的论文中写的东西，显然看出，他一定是通过长期而刻苦的 
思考才认识到，引进复量以后，实函数对之间的一些关系就获得它 
们的最简单的 形式. 至于他从 Gauss 和 Poisson 的工作中究竟学 
到了多少东西那是不知道的. 

在1830年到1838年间，当他住在都灵及布拉格时，他发表的 
工作是不连贯的.在他的 （分析 与数学物理练 3>(£：：Eer C ic« 
d'analyse et de physique ， 四卷， 1840 — 1847) 中，他 

引用了这些工作，且将其中的大部分重新刊入. 

在 18S1 年写成的发表较晚的一篇论文中①，他得到下述定 
理 :函数 /(*) 可以按照 Maclaurin 公式展成为一个幂级数，它对 
所有这样的^收敛，即 r 的绝对值小于那些使函数或其导数不为 
有穷或不为连续的(在那时 Cauchy 所知道的奇点仅仅是我们 
现在称为极点的奇点. ） 他证明这个级数逐项按绝对值小于一个收 
敛的几何级数，其和数为 

其中 z 是使/( 2 )不连续的第一个值， jfij 是就所有绝对值等于 
IZI 的 Z 而言 I ， (Z)1 的最大值.这样 Cauchy 就给出了函数可展为 
Maclaurin 级数的一个有力的便于应用的判别法则，它用了一个 
现在称为强级数的比较级数. 

在定理的证明中，他首先证明 



4. 复函数论的基础 


’⑴ = 2^L ¥^7办， 

其中5 =丨2丨这个结果实际上就是我们现在所称的 Cauchy 
积分公式.然后他将分式— z) 展为 W 的幂的几何级数并证 
明了定理本身. 

在这个定理中 Cauchy 还假定了由函数本身的连续性必然推 
出导数的存在性及连续性.在他把这个材料重新写在他的 （练习》 
中的时候，他曾与 LiouviUe 和 Sturm 通信并对以上定理的叙述增 
加了这样一句话，即收敛区域止于使函数及其导数不再为有穷或 
连续的 z 的那 个值. 但他还是没有确信必须对导数加些条件，而且 
在后来的工作中他把它们删掉了. 

在另一篇比较重要的关于复函数论的论文 (关 于伸展到一个 
闭曲线的所有的点的积分中, Cauchy 将[解析的] /(*) = « + 
iv 沿着一个[单连通]区域边界曲线的积分和展布在这个区域上的 
积分联系起来.若《, X；是 x, : y 的函数，则 

(22) J 1 L 如卜， 

JI(lf + 砮 ) 心办 = J (_ wdr ) +’ 

其中二重积分展布在区域上，而单积分沿着边界 曲线. 现在，考虑 
到 Cauchy-Riematm 方程（见参考书目 [13]) ， 左边等于0,两个等 
式的右边就是出现在 

J /(^) d z = J* («H-iv)(dr+id3>)= J («dr 一 J" (udy-hvdx) 

中的积分.所以 f/(z)dz == 0,因而 Cauchy 得到了与路径无关的 
基本定理的一个新证明.他对一个矩形证明了这定理，然后，推广 
到不自交的闭曲线.（这个定理 Weierstrass 在1842年也独立地得 


① Comp. Rend. , 23 . 1846 . 251 - 255 = CEuvres . ( 1 ), 10 , 70 - 74 . 



到. )Cauchy 是否学习了 Green 1828年的工作（第28章第4节） 
才得到他早期的一些概念的比较丰饶的公式表示，这点是不能肯 
定的，但这样的征兆是有的，因为 Cauchy 将以上结果推广到了曲 
面上的区域. 

在以上提到的1846年论文和同一年的另一篇论文①中， 
Cauchy 改变了他对复函数的观点，与他1814,1825及1826年的 
工作相对立.现在他关心的不再是实积分及其计值，而转到复函数 
理论本身，并为这个理论建立基础.在1846年的第二篇论文中，他 
给出了关于沿着一条任意闭曲线的积分 J* f ( z ) dz 的一个新的叙 
述: 如果曲线包围着一些极点，那么积分的值是函数在这些极点上 
的留数之和的 2d 倍.就是说 
(23) \ f ( z)dz = 2 K iE [ f ( z )], 

其中 E[/( z )] 是他用以表示留数之和的记号. 

他还着手处理了多值函数的积分.②论文的第一部分(其中他 
处理了单值函数的积分)叙述的内容并不比 Gauss 在给 Bessel 的 
信中关于或 J* cLr/(l+:r 2 ) 所指出的更多.这些积分确是多 
值的，而且它们的值与积分路径有关. 

但 Cauchy 更进一步考虑积分号下的多值函数.在这篇论文 
中他说，如果被积函数是一个代数方程或超越方程的根，例如 
(其中 w 3 = z)， 且如果沿着一条闭路径积分并又回到起 
点，那么被积函数现在就表示另外一个根.在这些情形中沿着闭路 
径积分的值依赖于起点；而沿着路径的延拓产生积分的不同的值. 




但若环绕路径充分多次使回到它的原始值，那么积分的值将重 
复出现，因而积分是 z 的一个周期函数.积分的周期模 A 
fi&ioc/ic 沿)不再像 单值函数的情形那样，可以用留数表示了. 
Cauchy 关于多值函数的积分的概念依然是模糊的. 

自1821年以后，差不多25年中， Cauchy 单独一人发展了复 
函数理论.1843年他的同国人才开始继续他的工作. Pierre- 
Alphonse Uurent(1813 — 1854) ，单独工作并发表了在 1843年得 
到的一个较重要的结果®他证明，当一个函数在一孤立点上不连 
续时,就必须用变数的升幂及降幂展开式来代替 Taylor 展开式. 
如果函数和它的导数在一个圆环内单值并连续，这个圆环的中心 
是孤立点 a, 则函数以相反方向沿着圆环的两个边界圆所取的积 
分适当展开后就给出 z 的升幂及降幂的一个展开式，它在圆环内 
收敛.这个 Laurent 展开式是 

(24) /(z) = ^a n (z-a)\ 

它是 Taylor 展开式的一个 推广. 这个结果 Weierstrass 在1841年 
就已知道，但未发表 ©. 

Victor-Alexandre Puiseux 研究了多值函数的 问题. 1850年 
Puiseux 发表了一篇著名的论文③，论 /(„, z) = 0给出的复代数 
函数，其中/是“和 Z 的多 项式. 他第一次搞清了极点与支点的区 
别 (Cauchy 几乎没有觉察 到这一 点），并且引进了本性奇点（一个 
无穷阶的极点)的概念，对这个概念 Weierstrass 曾独立地促使人 
们 注意. 这样的点可以用在 z = 0 作为例子•虽然 Cauchy 在 
18扣年的论文中确实考虑了简单多值函数沿着包围支点的几条 
路径的变化，但是 Puiseux 也澄清了这个问题.他证明了如果 u, 


① Comp. Rend. , I 7 , 1843,3«〜3«;文章全文发表在 Jour, de I'Ecole Poly ., 



是 /(«，z)=0 的一个解，而且 z 沿着某一条路径变化，则“，的最 
后值并不依赖于路径，只要这个路径确实不包围使《,为无穷的任 
何点，也不包围使4等于其他解的任何点(即一个支点). 

Puiseux 还证明了， Z 的函数在支点 z=a 处附近的展开式必 
须含有的分数次幂.于是他改进了 Cauchy 的把函数展为 
Maclaurin 级数的定理. Puiseux 得到/(«， z) = 0的解 u 的一个 
展开式，它不是展成 Z 的幂而是展成 z — c 的幂，所以这个展开式 
在一个以 c 为中心，并且不含极点或支点的圆内是正确的.然后 
Puiseux 让 c 沿着一条路径变化，使那些收敛圆部分重叠，并使在 
—个圆内的展开式可以延伸到另一个圆.这样，从《在一点的值开 
始，可以沿着任何一条路径了解它的变化. 

通过他对于多值函数和它们在复平面上的支点的有意义的研 
究,并且通过他对于这种函数的积分的创始性工作， Puiseux 把 
Cauchy 在函数论方面的先驱性工作推进到可以称为第一阶段的 
尽头.多值函数和它们的积分的理论中的困难尚待克服 .Cauchy 
的确写了关于多值函数的积分的其他论文①，在其中他企图跟上 
Puiseux 的 工作; 虽然他引进了分支切割的概念，但他对极点和支 
点的区别仍然混淆不清.代数函数及其积分的这个课题要由 Rie- 
mann 来继续进行(第8节). 

在1851年 《报告 的另外几篇论文中②， 
Cauchy 给出了关于复函数性质的一些更谨慎的叙述.特别地， 
Cauchy 肯定了复函数本身及其导数的连续性对于幂级数展开式 
是必需的.他还指出作为^的函数的《在=== a 处的导数与 x + i：y 
平面上2：趋于 a 的方向无关，且 “满足 a 2 «/3x 2 +a 2 «/ay =o. 

Cauchy 在1851年的这些论文中引进了新的术语.对于某一 



区域中 z 的每一个值，当函数是单值的时候,他用了 monotypique 
或 monodrome. —个函数是 monogen， 如果对于每一个 z， 它恰有 
一个导数(即，导数与路径无关).他称一个永不为无穷的、恰有一 
个导数的、单值函数为 synectique •后来 Charles A. A. Briot 
(1817—1882) 和 Jean-Claude Bouquet( 1819—1885〉 引进了 “holo: 
morphic” （全纯)代替 synectique ，并用 “meromorphic” （亚纯)称在 
区域中只有极点的函数. 


5. Weierstrass 探讨函数论的途径 

正当 Cauchy 在由解析式表示的函数的导数和积分的基础上 
建立函数论的时候, Karl Weierstrass 开辟了一条新的探讨途径. 
他于1815年出生在威斯特伐利亚 （Westphalia), 在波恩大学学习 
法律.学了四年以后，他在1838年转向数学的学习，但未完成博士 
工作，而是得到许可，当一个高中 （gymnasium) 教员，从1841年到 
1854年他教年轻人的写作课及体育课.这些年间他与数学界没有 
接触，但他刻苦地进行数学研究.在这段时间内他发表的少数几个 
结果使他在1856年获得在柏林的工学院讲授技术课程的位置.同 
—年他成为柏林大学的讲师，随后在1864年成为教授，一直担任 
这一职位到1897年去世. 

他是一个有条理而又苦干的人.不像 Abel, Jacobi, Riemann 
那样，他没有直觉的闪光.事实上他不信任直觉，而是致力于使数 
学推理建立在一个牢固的基 础上. 有鉴于 Cauchy 的理论建立在 
几何的基础上， Weierstrass 转而构造实数 理论； 这个工作约在 
1841年完成之后（第 4 1 章第3节），他在幂级数的基础上建立起 
解析函数的理论，并建立起解析开拓的方法，幂级数的技巧是他从 
他的老师 Christof Gudermann(l 79 8—1852) 那里学来的.这个工 
作是在19世纪⑽年代完成的，虽然当时他并没有发表.他在函数 



论的许多其他方面作出了贡献，并研究了天文学中的 n 体问题和 
光的理论. 

很难确定 Weierstrass 的创作的日期，因为当他第一次得到这 
些创造时发表的并 不多. 通过他在柏林大学的讲演,他的许多工作 
才被数学界知道.当他在19世纪90年代出版他的《著 作集》 
时，他并不担心优先权，因为他的很多结果在当时已被其 
他人发表，他更关心的是阐明他发展函数论的方法. 

用幂级数表示已用解析形式给出的复函数，自然是众所周知 
的.但是，从已知的一个在限定区域内定义一个函数的幂级数出 
发，根据幂级数的有关定理，推导出在其他区域中定义同一函数的 
另一些幂级数，这个问题是 Weierstrass 解决的.一个在以 a 为圆 
心以 r 为半径的圆 C 内收敛的 z-a 的幂级数，代表一个函数，它 
在圆 C 内的每一个 z 值上解析.在圆内选择一点6并利用原始级 
数所给出的函数及其各阶导数的值，可以得到 2 —6的一个新的幂 
级数，它的收敛圆 C' 与第一个圆交叠.在两个囫的公共点上，这两 
个级数给出函数的同一 个值. 但是，对于 C' 的处在 C 外部的点，第 
二个级数的值是第一个级数定义的函数的一个解析开拓.尽可能 
地继续下去，从 CT 接连地开拓到其他的圆，就得到 /(*) 的全部解 
析开拓，完全的 /U) 便是在所有的圆中、在所有点上的值的集合. 
每一个级数称为函数的一个元素. 

在增加越来越多的收敛圆以拓广函数的定义域的过程中，— 
个新圆也许可能覆盖链中不直接在它前面的一个圆的一部分，并 
且在这个新圆和前面一个圆的公共部分中函数的值可能不一致， 
这时函数便是多值的. 

在这个过程中可能出现的奇点(极点或支点），必定位于幂级 
数的收敛圆的边界上，如果一个奇点的阶是有穷的，那么它是由 
Weierstrass 包含在函数之中的，因为在这样一个点上 
的幂级数展开式只可能有有穷个负指数的项•为了得到在 z = oo 



附近的展开式， Weierstrass 使用 1/z 的级数.如果函数元素在全 
平面收敛, Weierstrass 就称它为一个整函数.如果它不是一个有 
理整函数，即不是一个多项式，那么它在~处便有一个本性奇点 
(例如 sin 2). 

Weierstrass 还给出幂级数的第一个例子，它的收敛圆是它的 
自然边界，即圆是奇点曲线，并且给出了一个解析表达式的一个例 
子，它在平面的不同部分可以代表不同的解析函数. 


6 .椭圆函数 

在这个世纪前半叶，可与复函数论基本定理的发展相提并论 
的，有椭圆函数及以后的 Abel 函数的特殊发展.毫无疑问, Gauss 
得到了椭圆函数论中的许多关键性的结果，因为其中许多是在他 
死以后，在一些他从未发表过的论文中找到的.不过，公认的椭圆 
函数论的创始人是 Abel 和 Jacobi. 

Niels Henrik Abel( 1802_18 2 9)是一个穷牧师的儿子.作为 
在挪威奥斯陆学习的一个学生，他有幸以 Berndt Michael 
Holmbde( 1795—1850) 作为老师.后者看出 Abel 的天才，并预言 
Abel 17岁时将成为世界上最大的数学家.在奥斯陆和哥本哈根 
学习完以后, Abel 得到了一笔奖学金，使他能够出外旅行.在巴黎 
他被介绍给 Legendre，Laplace, Cauchy 及 Lacroix, 但他们无视 
他，用完了钱以后，他到柏林去和 Crelle 一起度过了 1825-1827 
年•他自己写道，当他回到奥斯陆时极度疲竭，以至他需依靠在一 
所教堂的 门上. 为了钱，他给年轻学生教课.通过他发表的工作，他 
开始引起人们的注意, Crelle 曾想，他也许可以为 Abel 在柏林大 
学谋一个教授的位置.但 Abel 生了肺病，并于1829年去世. 

Abel 知道 Euler, Lagrange, Legendre 在椭圆积分方面的工 
作，他从事于这一工作也许是从 Gauss 所作的评论，特别是他的 




《算术研究 》 （Arithmeticae )中的陈述得到启发的. 
他自己从1825年起开始写论文，他把他关于积分的重要论文于 
1826年10月30 □送到巴黎科学院，以便能在它的杂志上发表. 
这篇论文是 《关 于很广一类超越函数的一个一般性质》，包含了 
Abel 大定理(第7节).当时科学院的秘书 Fourier 读了论文的引 
言，然后委托 Legendre 和 Cauchy 对论文作出评价，后者是主要负 
责人.这篇论文很长并且很难，这只是因为它包含了许多新的概 
念. Cauchy 把它放在一旁，醉心于自己的工作. Legendre 把它忘 
了. Abel 去世以后，当他已经有了名望时，科学院寻找这篇论文， 
找到之后于 18M 年发表①. Abel 在 《Crelle 杂志》和 Gergonne 的 
《年 报》 上发表了其他关于方程论和椭圆函数的论文.这些论文从 
1827年起开始刊出.因为 Abel 1826年的主要论文到1841年才发 
表,所以其他的一些作者，读了这段时期内发表的限制较多的定 
理，独立地得到了许多 Abel 1826年的结果. 

另一个椭圆函数的发现者是 Carl Gustav Jacob Jacobi 
(1804 — 1851) .和 Abel 不一样，他过着安静的生活.他出生于波茨 
坦 (Potsdam) 的一个犹太人家庭，在柏林大学学习，到1827年成 
为哥尼斯堡 (Kdnigsberg) 的一个教授 . 1842年，由于健康不良，他 
放弃了他的 职位. 普鲁士政府给了他退休金，退隐到柏林，于1851 
年去世.他在世的时候声誉就很高，他的学生把他的思想散播到各 
个地方. 

Jacobi 讲授椭圆函数多年.他对这一课题的探讨成为函数论 
本身发展所遵循的 模式. 他还研究了函数行列式 (Jacobi 行列式）、 
常微分方程和偏微分方程、动力学、天体力学、流体动力学、超椭圆 
积分和超椭圆函数 .Jacobi 常被认为是一个纯粹数学家，但是，像 
他那个世纪和前一些世纪中的几乎所有的数学家一样，他最认真 
地研究自然界. 


当 Abel 研究椭圆函数的时候， Jacobi (他也已经读过 Legen¬ 
dre 关于椭圆积分的工作) 在 1827年开始研究椭圆函数.他送了一 
篇没有证明的论文给(天文报告 >( Astronomische Nachrichten) ①. 
差不多在同一时间， Abel 独立地发表了他的 《关于 椭圆函数的研 
究》两个人都达到了从椭圆积分的反函数着手研究这一关键性 
想法，这个想法 Abel 从1823年就已经有了 .Jacobi 后来给出了他 
在1827年发表的结果的证明，发表在1828—1830年的 《Crelle 杂 
志>的几篇文 章中. 此后两个人都发表了关于椭圆函数的 论文; 不 
过 Abel 在1829年就去世，而 Jacobi 活到1851年，因而能够发表 
多得多的东西.特别地， Jacobi 1829年的 (: 椭圆函数基本新理论> 
(Fundamenta Nova Theoriae Functionum Ellipticarum ) ③成了 
椭圆函数的一本关键性的著作. 

通过 Jacobi 的来信, Legendre 熟悉了 Jacobi 和 Abel 的工作. 
1828年2月9日他在给 Jacobi 的信中 说:“ 我很满意地看到两个 
年轻数学家如此成功地开辟了分析的一个分支，它很久以来是我 
喜爱的领域，但在我自己的国家中它却没有受到应有的重视.”后 
来 Legendre 发表了他的 《椭 圆函数专著》 （ Traite des fonctions 
elliptiques， 二卷， 1825—182G) 的三个补篇，其中他叙述了 Jacobi 
和 Abel 的工作. 

一般椭圆积分牵涉到 

(25) u = VP(x))dx f 

其中 PU) 是一个具有不同根的三次或四次多项式, /?( x , …是 z 
和:V的一个有理函数.企图推断工的函数《的一般性质的努力失 
败了，这是因为对于 Euler 和 Legendre 来说，积分的意义本身是 



受到限制的 .P(x) 的系数是实的， i 的取值范围是实的，并且不包 
含 PCr) = 0的根.有了复函数理论的更多知识，研究 x 的函数《 
就有可能前进一步，但这个见解没有获得效果.结果证明， Abel 和 
Jacobi 的想法较好. 

具体地说， Legendre 引进了（第19章第4节）椭圆积分 
FOfe, 幻， E ( k ， 幻及 tc (” ， I #).1826 年左右， Abel 注意到，如果 
(例如考虑 F ( k t 外)研究 


(26) 


u = h 


dr 




—是 2 sin 2 〆 


其中 a: = sint 那么会遇到像研究 


K = J:7!% = arcsinjr 

时出现的同样的困难.较好的关系来自把 r 作为《的函数来研 
究.因此 Abel 建议在椭圆积分情形中，把 x 作为《的函数来研 
究.由于工= sin#， 所以#也可作为《的函数. 

Jacobi 引进了①记号 


表示 (26) 定义的 u 的函数 A 他还引进了 


cos ^ = cos am “和 △必= Aam u =-/ l —是 2 sin 2 彡. 
这个记号被 Gudermann 简化为 

•r = sin ^ = sin am a = sn u, cos ^ = cos am a = cn a, 
△彡 =△am m = dn m . 

我们立刻有 

sn 2 M + cn 2 M =1, dn 2 « + 々 2 sn 2 « = 1. 

如果#换为一1则《变号.故有 

am (— u ) =— am u, sn (— u ) =— sn m . 



由下式定义的量 K 起着三角函数中 7C 的作用， 


Ajc 




r 


Jo y /\- k Z s \^ 

与 K ■联系着的是超越量 /C'， 它作为〆的函数相同于 /C 作 为是的 
函数，其中〆由走 2 +〆 2 1定义， OCifeCl. 

关于 K 及 K'， 重要的是(在这里不证明） 
sn(w + 4K) = sn u , cn(a + 4K) = cn a, dn(« 士 2/C) = dn u . 
所以 4JC 是椭圆函数 sn « 和 cn « 的周期，而 2K 是 dn M 的周期. 
到此为止，函数 sn «， cn «和 dn «都只对实的 z 和《定义. 


Abel 已有了把每一个函数看作是一个元素的想法，因为每一个函 
数只是对实值有定义.他的下 一 个想法便是引进《的复值，在总体 
上来定义椭圆函数.关于复函数的知识, Abel 在他访问巴黎时就 
熟悉了 Cauchy 的 工作. 事实上，他曾研究了变数和指数都取复值 
的二项式定理 • 首先推广到纯虚值是利用所谓 Jacobi 的虚变换来 
完成的. Abel 引进了 


sin 9=itg*, c os9=^, AW, *) = 

其中 0= amia, 从而有 

sn(i “’ *) = ; SrM* 咖， 《 = ^Cu：- k ')- 

衂…齡 • 

Abel 除了允许他的变量取纯虚值以外，还建立了椭圆函数的 
加法定理.在 


A(x) ■ 


的情形，我们知道这个积分是多值函数 A(x) == arc sin x, 并且有 
(27) A(xi) +A(x 2 ) = A(x } y z +x 2 j»i), 

其中: ^ 和: y 2 是相应的余 弦值; 即: y, 但在这种情形下 
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第 27 章单复变函数 


引进单值的反函数 x = sin «就可以得到很大的简化，替代(27〉， 
我们有熟知的正弦函数加法定理.现在在 

“ = EU)= i^f 

的情形(其中: r) 是一个四次多项式）， Euler 曾经得到加法 
定理(第19章第4节） 

E ( x t ) + E ( x 2 ) = E(x,), 

其中 j : 3 是 A, J： 2 , M ，: y 2 的一个已知的有理函数，并且 ：y = 
V^U). Abel 认为对反函数 jc = Hu ), 也许有一个简单的加法定 
理，而这一点被证明是对的.这个结果也出现在他的1827年的论 
文中.于是对于实的《及1；有 

(28) Sn (n + v ) = _sn! cn vdn^+ snz^n«dn« 

1 — k 2 sn 2 usn z v ’ 

对于 cn(u + v ) 及 dn(« + v ) 
亦有类似的公式.这些就是椭 
圆函数的加法定理，是椭圆积 
分加法定理的类似物. 

对于自变量的实值和虚 
1 值定义了椭圆函数以后， 
® 27 - 5 Abel 借助于加法定理，便将 

定乂推广到复值.因为，若 z = “ + iv, 则由加法定理， snz = sn(u 
+ iv) 就有了意义，分别用《和 it; 的 sn, cn 和 dn 表出. 

随之还有 

(29) sn(iu + 2 iK \ k ) = sn ( i U> k ) t 
cn(i« + 4iiC , , k ) = cn(iu, k ) t 
dn(i“ + 4iK'， 是） =dn(i«, k ). 

所以， sn z 的周期(不是唯一的）是 4K 及 2iK' ;Cn z 的周期是 4JC 
及 2K + 2iK / ； dnz 的周期是 2K 及 4 iK \ 关于周期，重要的一点 






是存在两个周期(它们的比不是实数），因而这些椭圆函数是双周 
期的.这是 Abel 的伟大发现之一.这些函数是单值的，所以只须在 
复平面的一个平行四边形中（图 27. 5) 研究它们，因为它们在每一 
个全等的平行四边形中重复它们的性质.椭圆函数除去是单值 
的双周期的以外，只有一个本性奇点，在°°处.事实上可以用这 
些性质定义椭圆函数.在每一个周期平行四边形中，它们的确有 
极点. 

Abel 引进了椭圆积分的反演 （Legendre 忽略了这一点，而这 
被证明是探索椭圆积分的关键），尽管他是从 Legendre 那里取得 
可能是他一生工作的精华的，但 Legendre 称赞 Abel 说:“ 这个年 
轻的挪威人的智力是多高啊.” Charles Hermite 说 Abel 留下了 一 
些思想，可供数学家们工作150年. 

Abel 所得到的结果中，有许多被 Jacobi 独立地得到了，前面 
已指出过，他在这方面的第一篇论文，出现在1827年 .Jacobi 知道 
他在 《新 基本》中所用的基本方法是不令人 
满意的，并且部分地在这本书中的某些地方和他在以后的演讲中， 
采用了不同的起点.他的演讲从未全部发表,但通过他的学生们的 
信件和笔记，这些演讲的实质内容相当全面地被知晓了.在他的新 
的探讨中，他把他的椭圆函数理论建立在被称为0函数这一辅助 
函数的基础上，它是用 
(30) e(z) = _ e -”* 什如 

为例来说明的，其中2：及 f 是复数，且 Re(<)>0. 这个级数在 Z 平 
面的任何有界区域内都绝对一致收敛 .Jacobi 引进了四个函数， 
然后利用这些函数来表示出 sn a, cn «和函数是可以构造 
出椭圆函数的最简单的元素.他还得到 (9 函数的各种无穷级数和 
无穷乘积的表 示式. 对于 Abel 工作中想法的进一步研究将 Jacobi 
引导到研究 (9 函数与数论之间的关系.这个联系随后由 Hermite, 



Kronecker 以及其他人继续进行 J 函数的多种不同形式之间的关 
系的研究是19世纪数学家的一个较重要的活动.它是常见的贯穿 
在数学中的许多流行一时的风尚之一. 

在1835年的一篇重要论文①中 Jacobi 证明了单变量的一个 
单值函数，如果对于自变量的每一个有穷值具有有理函数的特性 
(即为一亚纯函数），它就不可能有多于两个的周期，而周期的比必 
须是一个非实数.这个发现开辟了一个新的研究方向，即，找出所 
有的双周期函数的问题.就在1844 *©,Liouvill e 在给法国科学 
院的一封信中，说明如何从 Jacobi 的定理出发建立双周期椭圆函 
数的一个完整的理论.这个理论是椭圆函数方面的一个较重要的 
贡献. 在双周期性中 Liouville 发现了椭圆函数的一个实质性质及 
其理论的一个统一观点，虽然双周期函数是比 Jacobi 称之为椭圆 
函数的更广的一类函数，但双周期函数的确具有椭圆函数的所有 
的基本性质. 

WeiemrassT 1860年左右开始研究椭圆函数，他从 Guder- 
mann 那里学习了 Jacobi 的工作，并从 Abel 的论文里学习了 Abel 
的工作•这些论文给他的印象如此之深，以至于后来经常督促他的 
学生们读 Abel 的著作.这时,为了他的教员证明书，他研究了 Gu- 
dermami 给他指定的一个问题，即把椭圆函数表示成为幂级数的 
商.他做到了这一点.作为一个教授，在他的讲演中他经常重新作 
出他的椭圆函数理论. 

Legendre 曾将椭圆积分简化成含有一个四次多项式的平方 
根的三个标准 形式. Weierstrass 得到含有一个三次多项式的平方 
根的三个不同形式③，即 



J (jc-a)y/4x 3 ~g 2 JC~g 3 

他把“反演”第一个积分所得的椭圆函数作为基本的椭圆函数.就 
是，如果 

扣 -- 
JOy/Ax 3 -g 2 x~g 3 

那么“的椭圆函数 x 就是 Weierstrass ^ 

j = p(u) = p(u I g 2 , g 3 ). 

为了使 P(«) 不退化为一个指数函数或三角函数，必须有判别式 W 
一 27W # 0,换句话说， o: 的三次多项式的三个根应该是不相等 
的. Weierstrass 的双周期 pU) 起着 Jacobi 理论中 S n «的作用并 
且提供了最简单的双周期函数.他证明了每一个椭圆函数可以借 
助于 P(«) 和他的导数很简单地表示出来.在 Weierstrass 的探讨 
中，椭圆函数的“三角学”比较简单，但 Jacobi 的函数和 Legendre 
的椭圆积分对于数值计算比较好. 

Weierstrass 实际上是从他的 pU) 的一个元素出发，即 

= i + + …（沿，心是复的）， 

这个元素是他利用解以上积分给出的关于 dx/du 的微分方程得 
到的.然后,类似于 Abe! 的方式，利用关于 p(«) 的加法定理得出 
整个函数. Weierstrass 的工作完备了、改写了并且美化了椭圆函 
数的理论. 

虽然我们将不进入特殊细节的讨论，但在我们离开椭圆函数 
这个课题以前，不能不提一下 Charles Hermite( 1822—1901) 的工 
作,他是巴黎大学理学院 (Sorbcmne) 和多科工艺学校的教授.他 
从学生时代起就经常研究椭圆函数.他在1892年写 道：“ 我不能 
离开椭圆领域.山羊被系在那里，就必须在那里吃青草.”他创作 



了理论本身中的基本结果，并研究了与数论的联系.他应用了椭 
圆函数解五次多项式方程，并处理了包含这种函数的力学问题. 
他也由于对 e 的超越性的证明和他引进的 Hennite 多项式而闻 
名于世. 


7. 超檐圆积分与 Abel 定理 

在椭圆积分 (25) 和相应函数的研究中所取得的成功鼓励着数 
学家们去处理一种更难类型的积分——超椭圆积分. 

超椭圆积分具有形式 

(31) y)dx, 

其中: y) 是 *r 和: y 的一个有理函数，: y 2 =PU), 并且 P(x) 
的次数最少是五.当 P(x) 是五次或六次时，这种积分在19世纪中 
期,被称为超椭圆积分.为了强调复值，通常把它写成 

(32) z)dz, 

而 PU) 通常被写成 

(33) u 2 =P(z) = A(z~ ei )-(z-e n ). 

当然《是=的一个多值函数. 

在形如 (32) 的积分中，有一些是处处有穷的.这些基本的积 

分是 

(34) … O * = J 宇，…= J 

其中《由(33)给出，而/>= (；* 一 2)/2 或（”一1)/2,依 ri 是偶或奇 
而定•对于 n = 6( 因而/» = 2)，有两个这样的积分.一般积分 (32) 
最多有极点和对数奇点，即像 log ^:在^: = 0处那样的奇点.那些 
第一类的积分，即那些处处有穷因而没有奇点的积分，总是可以借 
助于线性无关的 p 个积分 (34) 表示出来. 



(35) 


对于; * = 6 (因而 /» = 2 ) 的情形，第二类积分的范例是 
C^dz_ 

其中 pu ) 是一个六次多项式.对于 n = 6,第一类和第二类积分 
每个都有四个周期. 

超椭圆积分是上限 z 的函数，如果下限固定的话.假定我们用 
如表示这样一个函数.那么，像椭圆积分的情形一样，可以提出什 
么是 w 的反函数^的问題. Abel 处理了这个问题，但他没有 解决； 
后来 Jacobi 着手处理了这问題①.我们按照 Jacobi 那样来考虑特 
殊的超椭圆积分 

⑽ 蟲， 

其中 PU) 是一个五次或六次多 项式. 在这里，要将 z 确定为 w 的 
单值函数，经验证明是没有希 望的. 事实上, Jacobi 证明，对于五次 
的 PU), 这种积分的单纯反演并不引到一个单演函数.对 Jacobi 
说来，反函数是不合理的，因为在每一种情形下 z 作为 u； 的函数 
是无穷多 值的； 而在当时这种函数并不能被很好地理解. 

Jacobi 决定考虑这种积分的组合•在 Abel 定理(看下面）的指 
引下(这个定理的叙述他至少是知道的，因为大部分内容已经发 
表）, Jacobi 的做法如 下:考 虑方程 


(37) = 

(38) = 

Jacobi 成功地证明了，对称函数都是％和的单 
值函数，具有四个周期的一个系统.于是就得到两个变数比，和 
的函和他还给出了这些函数的一个加法定理 .J aco bi 遗 



留下许多不完全之处，他 说：“ 对于 Gauss 的那种严密性，我们没 
有时间 . ” 

推广椭圆与超椭圆积分的研究是由 Galois 开始的，不过较重 
要的开创性步骤是 Abel 在1826年的论文中作出的.他考虑(32>, 
即 

(39) z)dz t 

但原来 (33) 那里的《和《只是由一个多项式如V = P(z) 联系 
着，因而代替 (33),Abel 考虑一个一般的含 z 和“的代数方程 

(40) /(u, z) = 0. 

方程 (39) 和 (40) 定义一个 Abel 积分,它包含椭圆与超椭圆积分作 
为特殊情形. 

虽然 Abel 没有将 Abel 积分的研究推进很远，但他证明了这 
方面的一个关键性 定理. Abel 的基本定理是椭圆积分加法定理 
(第19章第4节）的一个很宽的推广.这个定理和证明是在他 
1826年的巴黎论文中，定理的叙述刊在1829年的 《Crelle 杂志 >© 
上.考虑积分 


⑷） J 尺 (工， y^ x * 

其中 x 与: y 由方程 /(a:， : y) = 0联系,/为 a: 和: y 的一个多项式. 
在 Abel 写的文章中, 和: y 作为实变数，虽然偶尔也以复数出现. 
非严谨地叙述起来， Abel 定理是这样 的:“ 几个具有形式 (41) 的积 
分之和可以用/>个这样的积分加上一些代数的与对数的项表示 
出来.另外，这个数/»只依赖于方程 /(x, ：y) = 0,而事实上，它就 
是这个方程的亏格 (genus). 

为了得到一个更精确的叙述 ，设； y 是 or 的代数函数，由下式 
定义： 



(42) /(x, : y) = y+A 1： T l + … +A” = 0， 

其中人是 x 的多项式，而多项式 （42) 不可能分解成同样形式的 
因式.设 R(x, : y) 是 ：r 和: y 的任一有理函数.则任何 m 个相似积 
分之和 

(43) ^ R(x t Wdr + … ^ R(x t y)dx 

(其下限固定，但是任意），可以用 A, y ,,> 的有理函数 
与这种有理函数的对数加上/>个积分 

(44) y)dx t … ， J* (V V R(x, y)dx 

之和来表示，其中 Zi ，…， 是1 的值，可从 A , 3>1 ,…, y w 
作为一个代数方程的根确定出来，这个方程的系数是 A ，: y, ，…， 
工”， y m 的有理函数，而…，心是由 (42) 确定的相应的: y 值,而 
任一*可以确定为 A 及％，…，^，3%•的一个有理函数.这 
样用(XI，％)，•••， (x mt ：y») 来确定 (q , J,), — , (z pt S，） 的关系 
必须假定在积分的各阶段中都 成立; 特别是这些关系确定出后面 
P 个积分的下限，用开始的 m 个积分的下限表示.数/»不依赖于 
m， 不依赖于有理函数 l?(x， ： y) 的形式，也不依赖于 A ，: y,, …， 
工県， 的值，但它确实依赖于联系: y 与1的基本方程 (42). 

在/ = y — P(x), PU) 是一个六次多项式而/> = (n — 2)/2 
= 2的超椭圆积分的情况下， Abel 定理的主要部分是说 

(45) J。 1 R(x, jOdr+ …+ y)dx 

= 3>)dx + J o i?(j：, y)Ax 

+ Ri(x it yi , — t x mt y mt A f y(A), B, y(B)) 
+ 2]const. log 尺 2 (a ， yi ，… t x mt y mi 
A, y(A), B t y(B ))， 

其中 私和沁 是它们的变数的有理函数. 



Abel 对一般的 /(x, y ) = 0 的少数几种情形,实际上计算了 
数 />• 虽然他没有看出他的结果的全部意义，但他肯定在 Riemann 
以前就认识到了亏格的概念并且建立了 Abel 积分这个科目.他的 
论文很难懂，部分地是因为他试图利用实际计算结果来证明我们 
今天称之为存在定理的东西.后来的证明很大地简化了 Abel 的证 
明(也看第39章第4节〉. Abel 没有考虑反问题.所有关于超椭圆 
积分和 Abel 积分的反演的工作,一直到 Riemann 出现，都受到处 
理多值函数有局限性的方法的妨碍. 


8. Riemann 与多值函数 

在1850年左右，在函数论方面取得成就的一段时期告终了. 
严密的方法（像 Weierstrass 所提供的），结果的准确描写和无疑问 
的存在性证明，在任何一种数学训练中都标志着发展中的一个重 
要的但也是最后的阶段.进一步的发展必须有一段先行时期，充满 
着自由的、繁多的、不连贯的、常常是偁然发现的、而且也许是无秩 
序的创造 • Abel 定理就是这样的一步.在代数函数、它们的积分和 
反函数的理论中，一个新的发明时期是属于 Ri emann 的. 他实际 
上提供了一个宽广得多的理论,即多值函数的 处理. 在这方面只有 
Cauchy 与 Puiseux 曾作过研究，并且由此为几个不同的进展铺平 
了道路. 

Georg Friedrich Bernhard Riemann( 1826—1866) 是 Gauss 和 
Wilhelm Weber 的学生 .1846 年到格丁根学神学，但不久就转学 
数学.他的1851年的博士论文是在 Gauss 指导下写的,题目是(单 
复变函数的一般理论的基础 >0) ,是复函数论的一篇基本论文.三 
年以后他成为格丁根的一个无薪大学教员即被 
允许作一些讲演 并收学生的酬金.为了获得无薪大学教员的资格， 



他写了大学讲师就职论文 《关 于利用三角级数表示一个函数的可 
能性> ( Habilitationsschrift ) ，并且作了一个大学讲师就职讲演 
《关于几何基础的假设在这以后又写了 
—批有名的论文.1859年 Riemann 接替 Dirichlet 作为格丁根的 
数学教授，他死于肺病. 

Riemann 常被描述为一位纯粹数学家，但这远非正确.虽然他 
对数学本身作了很多贡献，但他深深地关心于物理以及数学与物 
理世界的关系.他写了关于热、光、气体理论、磁、流体力学以及声 
学方面的论文.他企图将引力与光统一起来，并研究了人耳的结 
构.他的关于几何基础的工作试图找出我们对于物理空间的知识 
哪一些是绝对可靠的（第37章）.他自己说，他的关于物理定律的 
工作是他的主要兴趣.作为一个数学家，他自由地运用几何直观及 
物理 论证. 基于 Felix Klein 给出的证据， Riemann 的复函数思想 
很可能是来自他研究平面电流的流动.位势方程是那个科目的中 
心，而在 Riemami 对复函数的探讨中也是这样. 

在 Riemann 对多值函数的探讨中，关键思想是 Riemann 面的 
概念. 函数 u; 2 = z 是多值的，事实上对于 z 的每一个值，有 u； 的两 
个值.为了研究这个函数并保持两个值集和一 ^分开，即把 
分支分开来， Riemann 给每一分支引进一个 z 值平面.他还附带 
地在每一平面上引进一个点对应于 z = oo. 这两个平面被看作是 
一个位于另一个的上方，并且首先是在两个分支给出相同值的 
那些2值上连接起来.这样， W == z 的这两个平面(或称为叶)就 
在 z = = m 处连接起来了. 

现在坊=+^仅由上叶上的 z 值表示，=—^则由下叶的 
Z 值表示•只考虑上叶的 z 值时，就理解为必须计算叫=+^.可 
是，当 z 沿着该叶上围绕原点的圆变动(图 27. 6)，因而 
+ >sin 幻中的0由0变到 2 tt 时，^只覆盖住映入 u; 值的复平面 
上的一个半圆 • 现在让 z 变动到第二叶，譬如说，让它穿过正工轴. 



ID 38 第 27 章单复变函数 

当 AT 变动到这个第二叶时，我们取由=—斤给出的切值.当《 
作出另一个绕原点的环路，因而在第二叶上夕由 2JT 变到 47T 时，对 
这个路径，我们得到处 =-7i 的取值范围，这些比值的极角由 
7T 变到 2»r .当又一次穿过正I轴时，我们认为它是运行在第一 
叶上.这样，经过 Z 值绕原点的两个环行（在每一叶上各一次）， 
我们就得到函数 W Z 的 W 值的全部范围.另外，本质的一点 
是，如果 z 在 Riemarm 面（它是两叶的集合）上变动 ， w 就变为 2 
的一个单值函数. 

为了把一叶 h 的路径 K 别于另一叶 t: 的路径，我们同意在 
= ^的情形下 ，把 正I轴看作是一个分支切割.它连接点 z = 0 
和 Z = oo. 也就是说, 当怎穿 
过这个切割时，必须取属于 2T 
进入的那一叶的 W 的分支. 
分支切割并不一定要是正: r 
轴，但是，在现在的情形下，它 
必须连接0和 oo .点0和 oo 称 
为支点，因为当 z 绕着0和~ 
划出一个闭路径时， w 2 =- z 
的分支互相交换. 

函数《/ = z 和与它相联系的 Riemarm 面特别简单.考虑函数 
= ^~ z . 这函数也有两个分支，它们在« = 0,2 = 1 , z =- 1 
和 Z = oo 处变为 相等. 而且(我们不给出全部论证)所有这四点都 
是支点，因为如果 z 绕着它们中的任一点作一环行时,加的值就从 
一个分支变到另一个分支•分支切割可以取为由0到1，0到一 1，1 
到 oo 和 一 1到 oo 的线段.当 z 穿过这些分支切割的任何一个时， w 
的值从它在一个分支所取的值变到它在第二个分支所取的值. 

对于更复杂的多值函数， Riemann 面更为复杂.一个 n 值函数 
需要一个 n 叶 Riemann 面.可能有很多支点，必须引进连接每两 



图 27.6 



个支点的分支切割.另外，一个支点的各叶并不一定和另一支点的 
各叶相同.如果々个叶重合于一个支点，就称这个支点是 A — 1阶 
的.然而一个 Riemann 面的两叶可以在一点接触，但是当 z 绕这 
—点走完一周时，函数的各分支可能不变.这时，这个点就不是 
支点. 

不可能在三维空间里准确地表示出 Riemann 面.例如，以= 
z 的两叶，如果在三维空间里来表示，它们就必须沿正 x 轴相交. 
因而一叶必须沿着正 x 轴被割开，但是另一方面数学要求从第一 
叶光滑地进入第二叶，然后，绕 z = 0 作一环行以后，又回到第 
—叶. 

Riemann 面不仅是描绘多值函数的一个方法，而且有效地使 
这样的函数在曲面上单值，与 z 平面上的情形相对立.这样，关于 
单值函数的定理可以推广到多值函数.举例来说，单值函数沿着一 
个区域(在其中函数为解析)的边界曲线的积分为0的 Cauchy 定 
理，被 Riemann 推广到了多值函数.解析区域在曲面上必须是单 
连通的(可以收缩到一点的). 

Riemann 把它的曲面想象为平面的一个„叶复制品，每—个 
复制品被补充了一个无穷 远点. 可是，把这样一个曲面设想为 ri 个 
互相连结的平面，就难以理解所有的有关论证.因此，从 Riemann 
那个时候以来，数学家们曾经提出了一些较易想象的等价模型.我 
们知道，利用球极平面射影可以将一个平面变换成一个球面(第7 
章第5节).因此我们可以利用《个半径差不多相同的同心球面来 
构造 Riemann 面的一个模型.球面序列是和平面序列相同的.平 
面的支点与分支切割照样变换到球面上，因而这些球面沿着分支 
切割互相缠绕.现在我们把这组球面想象为2的域，而 z 的多值函 
数 w 在这组球叶上是单值的. 

直到现在，我们说明 Riemann 的思想时，都是从一个函数 
/(w, *：) = 0出发(它是边和*的一个不可约多项式），指出什么 



是它的 Riemann M- 这并不是 Riemann 的 途径. 他是从一个 Rie- 
marm 面出发的，并提议证明有一个属于它的方程 /(«;, z) = 0, 
并进一步证明有其他单值及多值函数定义在这个 Riemann 面上. 

单值解析函数 f(z) = u + it; 的 Riemann 定义是 :这个 函数在 
一点及其邻域内解析，如果它连续可微并满足我们现在称之为 
Cauchy-Riemann 方程的话： 

(46) iu^dv 3u = __dv 

Bx dy* By 3x' 

我们知道这些方程曾出现在 d’Alembert, Euler 和 Cauchy 的著作 
中.顺便说说, Riemaim 是第一个要求导数 dw/dz 的存在性是指 
Aw / Az 的极限必须对于 z-i-Az 趋近于2的每一途径都相同的人. 
(这个条件区分出了复函数，因为在实函数《(: r, :V)的情形下的 
一阶导数对于所有趋于某点(: r。， ：V。）的方向都存在并不能保证解 
析. ） 于是他寻求整个地决定 x + i：y 的一个函数的最少条件，而不 
管这个函数存在于哪一个区域.从 Cauchy-Riemann 方程显然看 
出,《和奴要满足二维位势方程 

<47) 0 + 祭 = 0 . 

Riemann 曾有过这样一个想法，认为利用“满足位势方程这个事 
实,这个复函数可以在它的存在区域中立刻整个地被确定. 

Riemann 明确地假定， Riemann 面上的一个位置函数 w 将由 
实函数: y) 确定(除一个附加的常数以外），如果《满足下列 
条件： 

(1) 它在曲面上所有使导数不为无穷的点处满足位势方程. 

(2) 如果《是多值的，那么它在曲面任一点上的值彼此相差 
一 些实常数整数倍的线性组合（这些实常数是 w 的周期模的实 
部，我们将在以后讨论〉. 

(3) «可以在曲面的指定点上有给定形式的无穷（极点).这 



些无穷应属于使为无穷的那些项的实部.作为一个次要的条 
件，他的确进一步假定了沿着曲面一部分的边界闭曲线,《可以有 
有穷值，或者说《和!/的边界值可能存在一个关系.至于这样一个 
关系的一般性的程度， Riemann 说得不明确. 

这些条件应该 确定心 一旦《被确定了，则由 Cauchy-Rie- 
mann 方程就有 

(48) v = j (-^ + l ^ dy ). 

这样》因而 m 也被确定了.重要的是，对于 Riemann 来说,《的域 
是 Rionaim 面的任何一个部分，包括可能是整个曲面.在他的博 
士论文中，他考虑了有边界的曲面，只是在以后才用了闭曲面，即 
没有边界的曲面，例如环面. 

为了决定«, Riemann 的本质性工具是他称为的 Dirichlet 原 
理，因为这是他从 Dirichlet 那里学 到的； 不过他把它推广到 Rie- 
marni 面上的区域，并且在域中规定了“的奇异性和跳跃（以上条 
件2及 3). Dirichlet 原理说的是，最小化 Dirichlet 积分 

的函数 m 满足位势 方程. 事实上后者就是 Dirichlet 积分的第一变 
分为零的必要条件（也看第28章第4节).因为在 Dirichlet 积分 
中,被积函数为正，故有一个大于或至少等于0的下界， Riemann 
断定 必有一函数“ 最小化积分并因而满足位势方程.于是对 Rie- 
marm 来说，函数“的存在,因而由(48)，函数 /U) 的存在（它属于 
Riemarm 面,甚至可以有规定的奇异性和复跳跃 （周 期性模 ））， 可 
以保证. 

以一个已给的 Riemann 面作为值域的函数的存在性一旦确 
立以后，就可以证明对于已给的曲面可以联系一个基本方程，即有 
一个 f ( w t z )=0 t 它以已给的曲面为它的 曲面. 至于这个曲面如 
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何相应于 ZV 与 Z 之间的关系， Riemarm 并没有叙述.实际上，这个 
f ( w , z )=0 不是唯一的.事实上，从曲面上与 z 的每一个有理 
函数斯 ，通过 /(«；, ^二❹可以得到另一个方程/丨^一）：^, 
如果它是不可约的，那么就有同一个 Riemann 面.这是 Riemann 
方法的一个特点. 

为了进一步研究能在一个 Riemann 面上存在的函数类，必须 
熟悉 Riemann 关于 Riemann 面的连通性的概念•一个 Riemann 
面可能有边界曲线，或可能像球或环面那样是闭的.如果是一个代 
数函数的 Riemann 面，也就是说，如果 f ( w t z ) = 0定义 w 为 z 
的函数，而/是 w 和 z 的一个多项式，那么曲面就是闭的.如果/ 
是不可约的，即不能表示为这种多项式的乘积，那么曲面是由一片 
构成的，或者说是连通的. 

一个平面或一个球面是这样一个曲面，任意一条闭曲线把它 
分成两部分，要连续地从一个部分中的一点通到另一部分中的一 
点，不可能不穿过这闭曲线.这样的一个曲面称为单连通的.可是， 
如果能够在一个曲面上画出一条闭曲线，它不使曲面分离，那么这 
个曲面就不是单连 通的. 而如果能够在一个曲面上画出某种闭曲 
线而不至使这曲面不连通，这曲面就 
是多连通的.举例来说，我们可以在 
环面上画两条不同的闭曲线（图 
27. 7)，即便两者都出现，也不使这个 
曲面不连通. 

Riemann 想指定一个数来表示 
他的曲面的连通性.他把极点与支点 
看作是曲面的部分，而且由于他心目 
中想的是代数函数，所以他的曲面是闭的.去掉一叶的一小部分， 
这个曲面就有了一条边界曲线 C. 然后他把这个曲面想象为被一 
个不自交的曲线割开，这条曲线从边界 c 的一点跑到边界 C 的另 



图 27.7 



—点.这样一条曲线称为横剖线 （Q«er SC /im’《). 这条横剖线和 C 
被看作是 一个新 的边界，并且可以引进从(新)边界的一点出发到 
另一点而不穿过(新)边界的第二条横剖线. 

引进足够多的这样的横剖线，将一个可能是多连通的 Rie- 
marm 面剖为一个单连通曲面.例如，如果一个曲面是单连通的， 
就不需要横剖线，并且这个曲面有连通数 (GnmdzahDl .—个曲面 
称为双连通的，如果用一条适当的横剖线就可以把它变成单一的 
单连通曲面.这时，连通数是 2. —个平面环和有两个洞的球面就 
是双连通的 例子. 一个曲面称为三连通的，如果用两条适当的横剖 
线可以把它变成单一的单连通曲面.这时连通数就是 3. 有一个洞 
的环面就是一个例子.一般地说，一个曲面称为 N 连通的，或有连 
通数 N， 如果用 N-1 条适当的横剖线可以把它变成一个单连通 
曲面.有 N 个洞的球面有连通数 /V. 

现在可以将一个 Riemann 面（有一个边界）的连通数和支点 
的个数联系起来了. 每一个支点 n 是按照在这一点互换的函数的 
分支个数来计算的.如果这个数是《;,，* = 1，2,".，『，那么「,的重 
数就是— 1. 假定曲面有 g 叶,则连通数 N 是 
N = 2^* —2q~h3. 

可以证明，有单一边界的闭曲面的连通数 N 是 2/) + 1 .所以 
2/> = —2g + 2. 

整数 P 称为 Riemann 面和与之相联系的方程 2) = 0的亏 
格，这个联系是 Riemami 建立的. 

一个相当重要的特殊情形是 

w 2 = (z — ai)(z — a 2 )-'(z— a n ) 

的曲面，它有一个两叶的 Riemann 面，有 n 个有穷支点，当”是奇 
数时， z = oo 是—•个支点，于是=；取=«或《 + 1， 2g = 4 .曲面 
的亏格/>是 



| ” - 会 2 , 当 n 为偶数时， 

If ，当； 》为奇数时. 

给定了由 /(w, z) = 0 确定的一个 Riemann 面，我们知道 w 
是这个曲面上的点的一个单值函数.于是 to 和 Z 的每一个有理函 
数也是曲面上的位置的一个单值函数（因为在这个有理函数中可 
以将 w 换为它的用 z 表示的值).这个有理函数的支点，虽不是它 
的极点，但也和/的那些支点相同.反过来，可以证明具有有穷阶 
极点的曲面上的位置的每一个单值函数，都是 W 和*的一个有理 
函数. 

即使是定义在通常平面上的简单单值函数，它的积分也可以 
是多值的.例如 

其中 m 是沿着譬如说由0到 z 的直线路径的积分的值，而 n 则依 
赖于由0到 Z 的路 径绕土 i 的 情形. 同样,在一个 Riemann 面上的 
单值函数，例如在这曲面上的 w 和 z 的一个有理函数，这种函数 
的积分就可能是多值的.这确实会发生.如果引进横剖线使曲面成 
为单连通的，而且如果积分路径是从 * ，到每当路径穿过横剖 
线一次，积分的基本值£/上就加一个常数值 J, 这个基本值[/是 
在曲面的一个单连通部分的一个路径上积分的值.如果路径在同 
一个方向穿过横剖线 m 次，则值 m / 就被加到 U 上.常数/称为一 
个周期模，每一横剖线引进它自己的周期模，而如果曲面的连通数 
是 N+1, 就有 N 个线性无关的周期模.设它们是 
那么原来的单值函数沿着原来路径的积分的值就是 
U + I, 心 + …+ m„I n , 

其中 m,, m 2 , m, 为整数.这些在一般情形下是复数. 



9. Abel 积分与 Abel 函数 

Riemami 在《数学 杂志》 ①上发表的四篇重要论文中，重述了 
他的博士论文中的许多思想，它们主要是用于研究 Abel 积分与 
Abel 函数的.第四篇论文对所论课题陚予了较重要的进展.所有 
四篇论文都难 懂:“ 它们是一本莫名其妙的书.”幸运的是，后来一 
些优秀的数学家详细阐述并解释了这些材料. Riemarm 将 Abel 和 
Jacobi 的工作结合在一起（它们大部分渊源于实函数），并结合了 
Weierstrass 的处理方法（它用了复函数). 

因为 Riemann 澄清了多值函数的概念，所以对于 Abel 积分 
他可以更清楚些.设 z) = 0 是一个 Riemann 面的方程，并设 
| R(w t z)dz 是这 Riemann 面上的和 z 的一个有理函数的积 
分. Riemann 将 Abel 积分分类如下:在由方程 f(w t «) = 0确定 
的 Riemann 面上 tt; 和 z 的有理函数的积分中，有一些是处处有穷 
的，虽然在未剖割的曲面上它们是多值函数.这些积分称为第一类 
积分.这样的线性无关的积分的个数等于曲面的亏格/>，如果连通 
数是2/» + 1.如果引进 2p 个横剖线,则每一个积分对于横剖线所 
包围的一个区域中的路径来说是一个单值函数.如果路径穿过 
一条横剖线，那么前节中讨论过的周期模必须考虑进去，并且积 
分之值如下 ：如果 W 是它从一个固定点到 * 的值，那么所有可 
能的值是 

其中％是整数， ov 是这个积分的周期模. 

第二类积分有代数的无穷但不是对数的无穷.一个第二类的 
基本积分在 Riemann 面的一点处有一个 一阶的无穷. 如果 E(z) 



是这积分在曲面一点处的值（积分的上限），那么积分的所有的值 
都包含在 

E(Z) + 

中，其中 n r 是整数 ,e r 是这个积分的周期模.在 Riemann 面的同一 
点处变为无穷的两个基本积分,它们的差是一个第一类积分.由此 
可以推断，有/»+ 1个线性无关的第二类基本积分，在 Riemann 面 
的同一点上变为无穷. 

具有对数无穷的积分称为第三类积分.可以证明，每一个积分 
必定有两个对数无穷.如果这样的一个积分没有代数无穷，也就是 
说,在它有对数无穷的任何一点的附近，积分的展开式中没有代数 
项，那么这个积分就称为第三类的基本积分. 有/ >+ 1个第三类的 
线性无关的基本积分，它们的对数无穷同在 Riemann 面的两个点 
上. 每一个 Abel 积分是这三类积分的一个和 • 

Abel 积分的分析阐明了在 Riemann 面上能够存在哪些种类 
的函数. Riemann 研究了两类 函数； 第一类是曲面上的单值函数， 
它的奇点是极点.第二类在具有横剖线的曲面上是单值的，但沿着 
每一横剖线是不连续的 函数. 事实上，这种函数在第 v 个横剖线的 
一边的值和它在另一边的值相差一个复常数/这第二类函数也 
可以有极点和对数无穷. Riemann 证明，第一类函数是代数函数， 
而第二类函数是代数函数的积分. 

在曲面上也有处处为有穷的 函数. 这样的一个函数可以用上 
面的第一类函数表示出来，也可以将第二类和第三类积分结合起 
来以构造曲面上的代数函数.于是 Riemann 证明了，代数函数可 
以用超越函数的和来 表示. 同样，在若干个给定点上为代数无穷的 
单值函数可以用有理函数 表示. 在整个曲面上单值的函数是一个 
处处为有穷的积分的被积函数.这个函数可以表示成 u； 和 2 的一 
个有理函数，并且可以有形式 #(«；, «)/a//a w , 其中 /( w , 2 ) = 0 



是曲面的方程.出现在这里和第一类积分的构造之中的函数 t 称 
为 /( w , z) = 0的伴随多项式.一般说来，当/的次数是《时，它 
的次数是 n — 3. 

Riemarm 面上的有理函数的重要性来自刚才提到的事实，即 
在曲面上单值并且没有本性奇点的每一个函数是一个有理函数. 
这样一个函数的零点的个数与极点的个数相同，并且以相同次数 
取每一个值.而且，一旦定义曲面的方程 f(w， z) = 0被固定下 
来，那么，曲面上位置的所有其他函数在总体上是和《；与2的有 
理函数及其积分同样广阔的. 

Weierstrass 在19世纪60年代也研究了 Abel 积分，不过他 
和这一领域中的 Riematm 的后继者是由代数函数来建立超越函 
数的，与 Riemami 的做法相反.他们这样做是因为他们有理由不 
相信 Dirichlet 原理. Weierstrass 在1870年宣读的一篇论文①中 
指出，极小化 Dirichlet 积分的函数的存在还没有证明. Riemann 
自己有另外一个想法.在 Weierstrass 作出他的陈述以前， Rie- 
marni 已认识到 Dirichlet 积分的极小化函数的存在问题，不过他 
说， Dirichlet 原理只是一个碰巧合用的方便 工具； 他说，函数的 
存在却仍然是正确的.对于这一点 Helmholtz 的意见也是有趣 
的：“ ……对于我们物理学家来说, Dirichlet 原理（的应用）仍然是 
一个证明.”② 

Riemann 发起的复函数理论中的另一个新的研究是 Abel 积 
分的反演，即当 

« = J* i?( z f u»)dz 

时，把 z 确定为《的函数，当然 m 和: r 是由一个代数方程联系着 
的.这个《的函数 z 不仅是多值的而且不能清楚地定义出来.像 




在超椭圆积分的情形一样， Riemarm 取/>个 Abel 积分的和，并定 
义新的/>个变量的 Abel 函数，它们是单值的并且是 2/) 重周期 
的./>个 变培的 2/>重周期的一个函数的意思是，存在 2p 组量 
邮，邮，…， w〆， 务=1, 2,…，2/>,每一组包含这/»个变量的 
每一个变 M 的一个周期 .Riemarm 证明，一个单值函数不可能有 
多于 2p 组的冏时周期. Abel 函数表成/>个变量的6函数，是椭 
圆函数的推广. 

在亏格为 P 的 Riemarm 面上的函数的一个值得注意的结果， 
现在通称为 Riemann-Roch 定理.这个结果的工作，是由 Riemann 
开始并由 Gustav Roch(1839 — 1866) ①完成的.本质上，这个定理 
确定了在至多有有穷个极点的曲面上线性无关的亚纯函数的个 
数.更明确地说，假定 u， 是这曲面上的一个单值函数，在点 Cl ， 
^，…， G 处冇一阶极点，但在别处没有，这些^的位置不一定互 
相 独立. 如果个线性无关的函数(伴随函数)在这些点上为零，那 
么 w 含冇//I 一 p + g+1 个任意 常数. 它是 》» — /» +g 个函数的任 
意倍数的线性组合，这 m — p + 9 个函数的每一个都有 p-^+1 个 
一阶极点，其中/个是线性组合中的所有函数所共有的. 


10 .保形映射 

Riemann 为了完善他的博士论文的理论，在结束时给出了 
函数论在保形映射的几个应用•从一个平面到另一个平面的保形 
映射的 •般 性问题（它是由绘制地图而来的）是 Gauss 在1825年 
解决的.他的结果相当于这样一个事实，即保形映射是由任何一个 
解析的 /U) 建立的一虽然 Gauss 没有用复函数理论. Riemann 
知逍一个解析函数建立了 从:: 平面到 u. 平面的保形映射，但他关 
心的是将此推广到 Riemann 面.这就在保形映射中开辟了新的 
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Riemann 在论文的结尾给出了下述定理 ：两个 给定的单连通 
平面(他将 Riemann 面上的单连通区域包括进去）可以一对一地 
并且保形地相互映射，一曲面的一个内点和一个边界点可以对应 
到另一个曲面上的任意选取的一个内点和一个边界点.整个的映 
射便由此被确定了.这个定理包含了以下基本结果作为一个特殊 
情形 :给定 任何一个单连通区域 D， 它的边界不止一个点，又给定 
了这个区域的一点 A 以及在这点的一个方向了，那么存在一个函 
数 w = /U), 在 D 内解析并保形地 一 对一地把 D 映射到 ui 平面 
上中心在原点而半径为1的圆.在这个映射下 A 变到原点，了变 
到正实轴方向.这后一个叙述通常称为 Riemann 映射定理. 

Riemarm 是用 Dirichlet 原理来证明它的定理的，但由于这个 
原理当时已被看出有毛病，所以数学家们就寻求一个正确的证明. 
Carl Gottfried Neumann 和 Hermann Amandus Schwarz 在 1870 
年证明了，可以将一 •个单连通平面区域映射到一个圆.可是，他们 
不能够处理多叶的单连通区域. 

顺便说一下，强调一个单连通区域到一个圆的保形映射的原 
因是由于这样的 事实: 将一个单连通区域保形映射 到另一 个单连 
通区域，只需将每一个区域映射到一个圆，然后做两个保形映射的 
乘积就可达到0的. 

虽然 Riemann 映射定理的证明尚未解决，但是保形映射的一 
些特殊结果却被得到了.其中对于解偏微分方程最有用的一个是 
Schwarz ①和 Elwin Bruno Christoffel ②给出的.他们的定理说明 
如何把 z 平面上的一个多边形及其内部（图 27. 8) 保形映射到 w 
平面的上半部.这个映射由下面的积分 给出： 


« = a / v — Utt ，一6) 阶 *卜 '… d «)+ 〆 ， 

其中^和《:'可以从多边形的位置确定出来，而 a , 6, …对应 
于 A , B , C， …. 这个映射对于求解位势 （ UpUce ) 方程是很有 
用的. 


U. 函数的表示与例外值 

19世纪后期，复函数的理论迅速发展，我们将有机会在以后 
几章中考虑这些发展的某些部分.可是,在许多创造中，有少数几 
个原来就与复函数本身直接关联着的却要在这里先提一下. 

在单值复函数中，相当重要的一种是整函数(就是在平面的有 
穷部分没有奇点的函数，它包括多项式， e’，sin z, COSZ ), 因为粗 
略地说，它们是初等实函数的类似物.对于这种函数, Liouville 定 
理说，每一个有界的整函数是一个常数①. Weierstrass 把实多项式 
分解为线性因式的定理推广到了整函数，他建立这个定理 © 大概 
是在19世纪40年代.这定理称为因式分解定理，是这样说的.•如 
果 Gb) 是一个整函数，不恒等于零，但有无穷多个根 （即不 是一个 


①这个定理是厲于 Cauchy 的 （Co»w/». Rend. , 19, 1844. 1377〜1381 = 
CEuvres, (1),8,378—385). C. W. Borchardt 在 UouviUe 18‘ 丨 7年 的演讲中听到 了这个 
定理.因而把它归于 UouviUe. 

© Abh. Konin. Akad. JerWiss. , Berlin, 1876, 11 60 = Werke , 2,77—124. 






多项式），那么 GU) 可以写成一个无穷乘积 

G(z) =/^) 2 屯(1-5卜' 

其中仏)六++(4 ; +_..十;^)、 
r (幻 是一个没有零点的整函数 ;a „ 是 gu ) 的 零点; w 表示在2 == 
0的 m 重零点(如果 GU) 有这样一个零点的话），乘积的各因式称 
为 GU) 的质因式. 

复杂性仅次于整函数的是亚纯函数，它在复平面的有穷部分 
只能有极点. Weierstrass ^ 1876年①的论文中证明，一个亚纯函 
数可以表示为两个整函数的商.这个定理由 Gosta Mittag-Leffler 
(1846—1927) 在1877年的一篇论文中加以推广©在任意一个区 
域上的亚纯函数可以表示为两个函数的商，其中每一个都在该区 
域内解析.在 Weierstrass 定理和 Mittag-Leffler 定理中，分子和 
分母都不在区域的同一点上为零. 

另外一个引起许多数学家注意的论题是各种类型的复函数能 
够取值的范围•在这方面， （Charles)Emile Picard( 1856—1941) 得 
到一系列结果.他是巴黎大学的高等分析的教授，也是巴黎科学院 
的永久书记. Picard 在1897年③证明，对一个整函数而言，如果它 
不退化为一常数的话，最多只能有一个有穷值它达 不到； 并且如果 
存在至少两个这样的值，其中每一个只被取有穷次，那么这个函数 
就是一个多项式•否则，除去这例外的一个以外，这个函数要无穷 
次地取到每一个值•如果这个函数是亚纯的，则无穷是一个可取的 
值，最多有两个值可以不取，而不使函数退化为一常数. 

在同一篇论文中，他发展了 Julian W. Sochozki( 1842—1927) 






和 Weierstrass 的一个结果，证明了在一个孤立本性奇点的任何邻 
域内，一个函数要取到所有的值，最多可能有一个(有穷)值例外. 
这个结果是深刻的，并且有许多推论.确实，其他一些结果和可供 
选择的证明产生了，它们把这个论题很好地带入了 . 20世纪. 

在复函数这门学科中，19世纪结尾时回到了基础方面.19世 
纪 Cauchy 积分定理的证明用到 df/dz 为连续的事实. Edouard 
Go urS at(18 5 8—I 936 ) 证明了 CD ，沿着一条闭曲线 C 的 Cauchy 定 
理， J/(z)dz = 0, 而没有假定在曲线 C 所围成的闭区域内导数 
/'⑷连续. /U) 的存在已是充 分的. Goursat 指出， /(z) 的连续 
与导数的存在已足够刻画解析性. 

像我们概述复函数理论的兴起时所指出的， Cauchy，Rie- 
mann 和 Weierstrass 是函数论的三个主要奠基人.在一段长时间 
内他们各自的思想和方法被他们的追随者各自继续研究着.后来 
Cauchy 和 Riemann 的思想被融合起来了，而 Weierstrass 的思想 
逐渐从 Cauchy-Riemann 观点推导出来，因而不再强调从幂级数 
出发的思想.而且 Cauchy-Riemann 观点的严密性被改进了，以至 
从这个观点看来 Weierstrass 的探讨途径不是本质的.完全的统一 
只是在20世纪开头时才实现. 
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第 28 章 


19世纪的偏微分方程 


对自然界的深刻研宄是数学最畜饶的源泉. 


1.引 言 

诞生于18世纪的偏微分方程这门学科，在19世纪发展起来 
了.随着物理科学所研究的现象在广度和深度两方面的扩展，微分 
方程的新的类型的数目增加了 ; 即使是已知的类型，如波动方程和 
位势方程也应用到新的物理领域了.偏微分方程变成并继续成为 
数学的中心•它们对物理科学的重要性还只是它们取得这中心位 
置的原因之一.从数学自身的角度看，偏微分方程的求解促使数学 
需要在函数论、变分法、级数展开、常微分方程、代数、微分几何等 
各方面发展.课题是变得这样广泛，以至在这一章里我们只能给出 
其主要结果的一小部分. 

我们今天习惯于按类型把偏微分方程分类.但在19世纪初 
期，对这学科知道得还很少，以至区分各种类型的思想还不可能出 
现.是物理问题指挥着应该探讨何种方程，而数学家们则随便地从 
一种类型的问题转到另一种类型而不觉察其间有某些我们现在认 
为是基本的差别.物理世界过去和现在都是从不关心数学家们的 
分类的. 


2. 热方程与 Fourier 级数 

19世纪的第一个大步，并且是真正极为重要的一步，是由 



Joseph Fourier(l 7 68 — 1830) 迈出的. Fourier 年轻时是一个很出 
色的数学学者，但他专志于当一个军官.因为他是一个裁缝的儿子 
而被拒绝任命，他便转谋教士职位.当他曾经就读过的军事学校委 
之以教授职位时他接受了，同时数学就变成了他终生的爱好. 

像他同时代的其他科学家一样， Fourier 从事热流动的研究. 
对热流有兴趣，作为实际问题，在工业上是为了处理金属，作为科 
学问题，是企图确定地球内部的温度，这温度随时间的变化，以及 
其他同类问题 . 1807年①，他向巴黎科学院呈递了一篇关于热传导 
的基本论文，这篇论文经 Lagrange，Laplace 和 Legendre 审评后 
被拒绝了.但科学院的确想鼓励 Fourier 发展他的思想，所以把热 
传导问题定为将于1812年授予高额奖金的课题. Fourier 在1811 
年呈递了修改过的论文，受到上述诸人和另外一些人审评，得到了 
奖金，但因受到缺乏严密性的评论而未发表在当时的科学院的 《报 
告》 里. Fourier 对他所受到的待遇感到愤恨.他继续对热的课题进 

行研究，在1822年发表了数学的经典文献之- 《热的 解析理 

论} (Thiorie analytique de la ②，编入了他实际上未作改 

动的1811年论文的第一 部分. 此书是 Fourier 的思想的主要出 
处.两年以后，他成为科学院的秘书,于是能够把他181】年的论文 
原封不动地发表在 {报告》® 里. 

在吸收或释放热的物体内部，溫度分布一般是不均匀的，在任 
何点上都随时间而变化•所以温度 r 是空间和时间的函数.函数 
的准确形式依赖于物体的形状、密度、材料的比热、 T 的初始分布 
(即在时刻/ = 0时： T 的分布）以及保持于物体表面上的条件. 
Fourier 在他的书中考虑的第一个主要问题是在均匀和各向同性 


①其手稿今保存在交通工程学校 Pants et 的图书 馆里 . 



的物体内确定作为 O：、：y、z、/ 的函数的温度 T. 根据物理原理他 
证明了 T 必须满足偏微分方程 

⑴ （0+0 + 0) = 々 2 铎， 

叫做三维空间的热方程，其中々 2 是一个常数，其值依赖于物体的 
质料. 

Fourier 当时解决了特殊的热传导问题.我们将考虑一种对他 
的方法说来是典型的情形，即对两端保持在温度0°，侧面绝热因 
而无热流通过的柱轴，求解方程 （1) 的问题.因为这根轴只涉及一 
维空间，故 (1) 变成 

附以边界条件 

(3) T(0, /) = 0, T(l ，/) = 0, / >0 
和初始条件 

(4) T(x, 0) =/(x), 0<x</. 

为解出这个问题， Fourier 用了变量分离法.他令 

(5) T(x, /) = 

代入微分方程后，得到 

_fu) — 

k z ^x) ~ m' 

然后他阐明（参看第22章的[30])，这两个比值必须是常数，假定 
为一 A, 因此有 

(6) f(x)+Xk 2 i>U) = 0 
和 

(7) = 0. 

因此，根据 (5), 边界条件 (3) 蕴涵着 

(8) 多 (0) =0和多 (/) =0. 

(6) 的通解是 i>{x) = 6sin(VXfex + c). 




条件 >(0) = 0 蕴涵着 C = 0•条件 #(/) = 0给 A 加上了限制 ， BPVA 
必须是 Tt / W 的整数倍.所以 A 有无穷多个可取的值 A B ，或 
(9) A,=( 晋 f 一为 整数. 

这些& 就是我们现在称作的本征值或特征值. 

因为 (7) 的通解是指数函数,但现在 A 限于取 A ,， 于是由 （5), 
Fourier 到此得到 


ZU, 0=d v e~^ 2 ^sin^ f 

其中久目前表示在6位置上的常数，而 v = l , 2, 3,….然而方程 
(2) 是线性的，所以诸解的和仍然是解.故可以断言 



为了满足初始条件 (4) ，对 r = 0必须有 

(11) f{x) = 客 6 v sin〒. 

于是 Fourier 面临着这样的 问题: /< x ) 能表示成三角级数吗？特 
别是 h 能确定吗？ 

Fourier 进而回答这些问题.虽然那时他略为意识到有严密性 
的问题，但他仍以18世纪的风气形式地进行着.为了领悟 Fourier 
的工作，为简单起见，我们将设这样我们考虑 


(12) f{x) = wr, 0 < j: < jt. 

Fourier 把每个正弦函数按 Maclaurin 定理展开为幂级数 ; 即他用 


⑽ 一 

替换 (12) 式中的 sin kt . 然后用一个当时认为无问题的变换求和 
次序的运算，他得到 





04 ) 



这样 /Cr) 就表成了 x 的幂级数，这隐含着在 Fourier 讨论的可容 
许函数 /Cr) 上加了一个事先没有假定的强限制，即这个幂级数必 
须是 /(*r) 的 Maclaurin 级数，因此 

(15) = 客古 /” 

令 （14) 和 (15) 中 o: 的同次幂的系数相等, Fourier 发现，对偶数灸， 
尸>(0) = 0,而除此之外，则有 

_v 2ir l 6 v = (-1)"- , / 2 -- 1, <0), w= 1, 2, 3,… 

现在 /(x) 的诸导数是已知的，因为 /Cr) 是已给的一个初始条件. 
所以久是无穷线性代数方程组里的未知数的一个无穷集合. 

在先前的一个问题中, Fourier 面临着同类的方程组，那里他 
取前々项和前々个方程的右端常数，解前丨个方程得心表示 
K 的近似值，得到了久,*的一般表示式时，他就大胆地下结 论说： 
b, = lirnb v . t . 然而，这一次他要确定却有许多困难.他对几个 
不同的 /(x), 用非常复杂的、包含发散表示式的程序说明了如何 
确定久.用这些特殊情形作为指导，他得到了久的、含有无穷乘积 
及无穷和的一个表达式， Fourier 觉得这个表达式相当无用.经过 
更为大胆和富于创造性的、虽然往往又是含糊的几步，他得到了 
公式 

(16) b v = ~-J o /(s)sin wdi. 

这结论在一定程度上说并不是新的.我们已经说到（第20章 
第5节）, Clairaut 和 Euler 已经怎样把某些函数展开为 Fouriei ■级 
数并得到公式 

(17) =紅 /(x)cos nxdx t 

1 r« n^\, 

— J /(:)sin nr dr, 

此外， Fourier 这样得到的结果是很局限的，因为他假定了 /( x ) 有 



Maclaurin 展开，这意味着有无穷阶导数.最后， Fourier 方法确实 
是不严密的，并且比 Euler 的方法更为复杂. Fourier 不得不用无 
穷线性方程组，而 Euler 却用三角函数的性质做得更为简单. 

但这时 Fourier 作了一些值得注意的观察.他注意到每一个 
K 可以解释为 x 取值0到 it 时，曲线 ：y = (2/ W )/(x)sin«r 下方的 
面积.这样一个面积即使对很随意的函数都是有意义的.这种函数 
不必是连续的，或者只要从图形上知道就可以了.所以 Fourier 下 
结论说，每一个函数都可以表示为 

(18〉 f(x) = S^b v sin vx , 0 < x < ir. 

当然，这个可能性除 Daniel Bernoulli 以外，已被 18 世纪的名家否 
定了. 

Fourier 对其前人的工作知道多少是不清楚的.在1825年的 
文章中他说 Lacroix 已告诉他关于 Euler 的工作，但他没有说何时 
告诉他的.无论如何, Fourier 并没有被前人的意见所吓住.他选取 
了大量的函数，对每个函数计算头几个久，并对每个函数作出正弦 
级数 (18) 的头几项和的图形•从这一图形他得出结论说，不管在区 
间0 < x <死外怎样,这个级数在0 < *r < it 上总是表示 /(J：) 的. 
在书中(第198页)他指出，两个函数可在一给定的区间上相合，但 
不一定在此区间外 相合. 看不到这一点，说明了早期的数学家为什 
么不能接受任意一个函数可展开为三角级数的原因.在目前的情 
形下，级数真正给出的是函数在0到 W 区间上的值，在区间外则周 
期地重复着. 

Fourier — 旦得到了上述关于乂的简单结果，他就像 Euler - 
样了解到每个久可以由级数 （18) 乘以 S in vx， 再从0到积分而 
得到.他又指出这个程序可以应用于表达式 
(19) fix) = y + y]a y cosvx. 



他接着考虑任何 / Ot ) 在区间（一 7 T ，7 C ) 的表达式.级数 （18) 表示一 
个奇函数 [/ U ) =- /(- X )],而级数 （19) 表示一个偶函数 
[ fix ) = 但任何函数可以表示为一个奇函数 AU ) 与 

一个偶函数人之和，这里 

/oU) = y[/(x)-/(-x)], f t { x ) = y[/(x)+/(-x)]. 

于是任何 / U ) 在区间 （一 tt ) 上可以表示为 
(20) f ( x ) = y + ^l(a y cosKT +6, sinKT )， 

而其系数可经遍乘 cos w： i sin m 再从一 ir 到 tt 积分来确定，这 
就给出了 （17). 

Fourier 对“任意”的函数可以表成 (20) 那样的级数一事从未 
给出过任何完全的证明.在那本书中他给出一些严密的论证，在 
他关于这事的最后讨论里（第415节、416节和423节），给出了 
--个证明的 概要； 但即使在那里， Fourier 仍没有说出一个函数可 
以展开为三角级数必须满足的条件.虽然如此， Fourier 对这种可 
能性的信念是表现于整本书里的.他还说①，不管/(工)怎样，不 
管是否可给 /( x ) 以解析表达式，不管函数是否服从任何正规的 
法则，他的级数总是收敛的. Fourier 关于任何函数可以展开为 
Fourier 级数的信念是建立在前述几何证据上的.关于这点他在 
该书（第206页）中说 道:“ 为了证实新结果的真实性，为了明白 



地给出分析学常用的表达形式，没有什么比几何图形对我们更 
适宜了 

Fourier 的工作渗透到几个主要的进展之中.除促进偏微分方 
程的理论外，他迫使函数概念作一种修改.假设函数^ =工在区间 
(- ic , it ) 内由 Fouriei ■级数 (20) 表示出来，则这级数的性态就在每 
个长为 2; r 的区间上重复着.因此这级数给出的函数看起来像图 
28.1 所显示的那样.这样的函数不能用单个（有限的）解析式表 
示，然而 Fourier 的先驱者都曾坚持一个函数必须是可用单个式 
子表示的.因为对所有 X ，整个函数 ^ = x 不能用级数表示，他们 
就不能看出任意的非周期函数怎样可用这类级数来表示了.虽然 
Euler 和 Lagrange 实际上都曾经对特殊的非周期函数这样做过. 
Fourier 明白，他的级数也可以表示在区间(0, tt ) 或（一 tt ， tt ) 的不 
同部分有不同解析式的函数，不管这些表示式互相是否连续地接 
合着.最后他指出，在 Daniel Bernoulli 的赞助下，他的工作解决了 
关于弦振动问题的解的争论. Fourier 的工作标志着人们从解析函 
数或可展成 Taylor 级数的函数中解放了出来.以下的事情也是重 
要的 :一个 Fourier 级数在一整段区间上表示一个函数，而一个 
Tayiot •级数仅在函数是解析的点附近表示该函数（虽然在特殊情 
形下其收敛半径可以是无穷大). 

我们已经注意到， Fourier 1807年的论文没有很好地被巴黎 
科学院接受，文中他坚持认为任意函数可以展开为三角函数 .La¬ 
grange 特别坚决地否认这种展开的可能性.虽然他仅仅批评了该 
论文缺乏严密性，但他确实被 Fourier 所持的函数的普遍性所困 
惑，因为 Lagrange 仍然相信函数是由其在任意小区间上的值所决 
定的(这对解析函数是正确的).事实上 Lagrange 重返到弦振动问 
题，并且没有比他早期工作显示出更好的洞察力，而坚持为 Euler 
关于任意函数不可能展开为三角级数的争论辩护. Poisson 后来确 
实断言 Lagrange 指出过任意函数可以表示为 Fourier 级数，但 



Poisson 是妒忌 Fourier 的，他说这话是为了抢夺 Fourier 的名誉 
而归之于 Lagrange. 

Fourier 的工作还弄明白了另一件在18世纪 Euler 和 La¬ 
grange 的著作中还 不清楚的事情.这些人为 了解一 些特殊问题， 
已经把函数按 Bessel 函数或 Legendre 多项式展开为级数了.函数 
可以展开为像三角函数、 Bessel 函数、 Legendre 多项式这样一些 
函数的级数,这个普遍性事实是由 Fourier 的工作揭露出来的.他 
进一步说明了施加于偏微分方程的解的初始条件可以怎样被满 
足，因此推进了解这类方程的技术. Fourier 1811年的那篇论文， 
虽然到 1824— 1826年才发表,但当时对别人是易于接受的，他的 
思想最初是勉强地得到承认，但最后贏得了赞许. 

Fourier 的方法立即被 Simoon-Denis Poisson( 1781—1840) 吸 
取 .Poisson 是19世纪最大的分析学家之一,又是第一流的数学物 
理 学家. 虽然他父亲要他学医，但他却先后成为19世纪法国数学 
家的发源地——多科工艺学校的学生和教授.他从事于热的理论 
方面的工作，是弹性的数学理论的奠基人之一，又是最先提出把引 
力位势理论移植到静电磁学的人之 一. 

Poisson 对 Fourier 关于任意函数都可以展开为函数的级数 
的证据有极深刻的印象，以至他相信所有偏微分方程都可以用级 
数展开来 求解; 这级数的每一项本身是一些函数的乘积，每个函数 
是一个独立变量的函数(参看 [10]). 他想，这些展开式包括了最一 
般的解.他还相信，如果一个展开式发散，就意味着应当寻找一个 
以其他函数表出的展开式.当然他是太过分地乐观了. 

大约从1815年起 PoLsson 本人解决了许多热传导问题，并使 
用了按三角函数、 Legendre 多项式、 Laplace 曲面调和函数的展开 
式.这工作的某一些我们将会在以后碰到. Poisson 关于热传导方 
面的许多工作表述在他的书 《热 的数学理论 >(1^ or ,> mathema- 
tique de la chaleur ， 1835) 中. 



3. 封 闭解; Fourier 积分 

尽管有偏微分方程的 Fourier 级数解法的成功与冲击，19世 
纪主要努力之一仍然是要寻求封闭形式的解，即用初等函数及 
其积分表示的解.这样的解,至少是18世纪和19世纪初已知的 
类型的解，在计算中是更易于掌握的，更明白的，并且是更易于 
使用的. 

用封闭形式解偏微分方程的最重要的方法是 Fourier 积分， 
它起源于 Laplace 开创的工作.这思想应当归源于 Fourier, 
Cauchy, Poisson. 把这个重要发现的优先权归给谁是不可能的， 
因为这三个人都向科学院宣读了直到一个时期以后才发表出来的 
论文，但每人都听过别人的论文，无法从出版物中确定什么东西是 
每个人取自口头报告的. 

Fourier 在181〗年得奖论文的最后一节里，讨论了在一个方 
向延伸到无穷远的区域内热的传导问题.为了得到这类问题的解 
答，他从有界区域的热方程的解的普遍形式出发，即(参看 [10]) 

(21) u = 力 a”e-W’cos^r ， 

其中由边界条件确定， A 由初始条件确定.这时 Fourier 把％ 
看作曲线的横坐标，把 A 看作曲线的纵坐标.于是〜= Q(q”）， 其 
中 Q 是9的某一函数.然后他把 (21) 换成 

(22) « = Q(^)e'* ?z, cos qxdq 

并设法确定 Q. 他回到关于系数的公式 

a„ = 吾 j" ^(x)cos nzdr, 

其中 Ax) 通常就是初始函数.利用把换成 Q 、把 n 换成 9 的“极 
限过程”，他得到 



(23) Q = F(j)cos^rdx, 

其中 F(x) 是偶函数，是在该无穷区域上给定的初始温度.然后把 
(23) 用于 (22), 并交换积分次序 （Fouriei ■对此种交换不怀疑有什 
么问题），他便有 

u = J F(a)daJ e 4,2 * cos gircos qadq. 


Fmiriei ■然后对奇函数 F(x) 做了类似的事，从而最后得到 


(24) u = F(a)dtrJ e '^^cos q(x — a)dq. 


这样，解便被表示为封闭的形式了.今对 r = 0, 就是 FCr), 它可 
以是任何给定的函数，所以 Fourier 断言,对任意的函数 F(：r), 


(25) F(x) = 士 J F(a)da| o cos g(x — a)d^, 


这便是任意函数的 Fourier 重积分表示的一种形式. Fourier 在他 
的书里指出，如何用这个积分解许多类型的微分方程.一个用法是 
根据这样的事实，即如果用任何方法得到了 (24), 则 (25) 就表示 M 
满足 f = 0时的初始条件.另一个用法更为明白，如果我们用 Eu- 
ler 关系式= cos x + isin x 把 Fourier 积分写成指数形式.则 
(25) 变成 


F(x) = F(a)e^da. 

这个形式表明, F(x) 可以分解为无穷多个具有连续变动频率 q /2n 
和振幅为 F(fl) e _〜da 的调和分量，而通常的 Fourier 级数 
则是把给定函数分解成无穷多个但为离散的调和分量的集合. 

Cauchy 关于 Fourier 积分的导出有点相似，载有此事的论文 
《波 的传播 理论》 获得了巴黎科学院1816年的奖 金①. 此文是对流 
体表面上波动的第一次大规模的研究，这是由 Laplace 在1778年 




开辟的课题.虽然 Cauchy 建立了一般的流体动力学方程,但他差 
不多限于研究特殊 情形. 特别是他考虑方程 

0 + 1 / =0> 

其中9就是后来称为速度势的，而I与;V是空间坐标.他未加说明 
就写出了解(参看 [22]) 

(26) ^ = J cos mxe - ^f {m)Am y 

其中 /(m) 至此还是任意的.因为在曲面上; y = 0, g 化为已给函数 
F(x), 

(27) F( jt ) = J cos mxf (m)dm. 

然后 Cauchy 证明 

(28) /(m) = U. cos muF(u)du. 

有了 /(m) 的这个值后就有 

(29) F(x) = J*。cos wtrcos muF(u)dudm. 

这样 Cauchy 不但得到了 F(o:〉 的 Fourier 二重积分表示，而且又 
有了 /(m) 到 F(x) 的 Fourier 变换及其逆变换.给定了 F(x) t 
/(m) 就由 (28) 确定，并能用于 (26). 

Cauchy 钻研他的得奖论文后不久， Poi sson 就发表了关于水 
波的主要著作《关于波的理论的报告》 ®(Poi S s 0n 不能争奖，因为 
他是科学院的成员).在这著作中他用与 Cauchy 大致相同的方式 
导出了 Fourier 积分. 


4. 位势方程和 Green 定理 

下一个重要的发展以位势方程为中心，虽然其主要结果，即 




Green 定理，已应用于许多其他类型的微分方程.位势方程在18 
世纪关于引力的研究中已显露头角，在19世纪关于热传导的研究 
中又出现了，因为物体内的温度分布虽然逐点变化着，但当它不随 
时间变化，即处于稳定状态时，（1)中的 T 就与时间无关，从而热 
方程就化为位势方程 . 19世纪早期在重力吸引的计算中仍继续强 
调位势方程，但被静电学和静磁学的新的一类应用加强了.这里椭 
球体的吸引也是一个关键问题. 

Poisson® 对用位势方程表述重力吸引的理论作了一个更正. 
Uplace (第22章第4节）曾假设位势方程 

⑽ 0 + 祭 + 0 = 0 

对产生重力吸引的物体的内部或外部任何点 (or, 都成立，其 

中V是I，： y 和2的函数 • Poisson 指出，如果 (j：, 幻在吸 引体 
内部，则满足 

(31) 0 + 0 + 4 机 

其中 P 是吸引体密度，也是 *r, ：y, 2的一个函数.虽然 (31) 仍叫做 
Poisson 方程，但像他自己所承认的，他对其正确性的证明即使以 
那个时代标准来看也是不严密的. 

在这同一篇论文中，说到当电荷被允许自行分布在任何导体 
表面，则V在表面上的值必定是常数时, Poisson 提请注意在电的 
研究中可利用这函数 V. 在别的论文中，他解决了许多求电荷在互 
相邻近的诸导体表面上分布的问题.他的基本原理是，在各个导体 
的任何一个的内部，静电合力必须为零. 

在位势方程方面，尽管有 Laplace,Poisson,Gauss 以及别人 
的工作，但关于它的解的一般性质在19世纪20年代还几乎毫无 
所知，那时确信通积分必须包含两个任意函数，一个给出解在边界 




上的值，另一个给出导数在边界上的值.然而在温度满足位势方程 
的稳态热传导情形，人们知道只要温度在表面上给定了，整个三维 
物体内部的温度或热分布就确定了.因此在位势方程的上述假定 
的通解中，任意函数之一必须按某种方式由某一个别的条件固定 
下来. 

在这点上，通过0修而成功的英国数学家 George Green 
(1793 — 18 4 〗） 企图用彻底的数学方式来论述静电磁学.1828年 
Green 出版了一本私人印刷的小册子 《关于 数学分析应用于电磁 
学理论的一篇论文》 (Aw Essay on the Application of Mathemati¬ 
cal Analysis to the Theories of Electricity and Ma 发 mr".s7w ). 此 
文未受到重视，直到 William Thomson 爵士 （Kelvin 勋爵 ，1824 — 
1907) 发现了它，认识到它的巨大价值，才把它发表于《数学杂 
志》①. Green 从 Poisson 的论文中学到许多东西，他也把位势函数 
的概念移用到电磁学. 

他从 (30) 式开始，证明了下述定 理:设 U 与V是 j：, % * 的任 
意两个连续函数，它们的导数在一任意物体的任何点上都不为无 
穷.其主要定理断言（我们将用 AV 表示 （30) 的左边，虽然 Green 
没有用它） 

(32) IJJt/AVdv + JJa 

其中”是物体表面指向内部的法向，如是曲面元.定理 （32) 恰巧 
也曾由俄国数学家 Michel Ostrogradsky( 1801— 1861) 证明过，他 
在1828年②把这定理呈给了彼得堡科学院. 

然后 Green 指出V和它的每个一阶导数在物体内部连续这 



-- 要求可以用来代替 V 的导数所应满足的边界条件.根据这一事 
实, Green 用V在边界(其函数假设已给定)上的值7和另一个具 
有如下性质的函数1/来表示物体内部的 V ：( a ) U 在表面上必须 
为 0;(b) 在内部一个固定的但未确定的点 P 上， U 像 f 那样变为 
无穷，其中 r 是尸与任何另一点间的 距离； （c)t/ 在内部必须满足 
位势方程 (30). 如果17已知(它可能是比较容易找到的，因为它满 
足比V较为简单的条件），那么V在每一内点可以表示为 

4jr y=-J|v^dr, 

其中积分展布在曲面上，而^是1/沿垂直于曲面而指向物体内部 
方向上的导数.不用说， P 的坐标包含在^内，而且是在 P 处的变 
量.这个由 Green 引进的后来 Riemann 称之为 Green 函数的函数 
I；已成为偏微分方程的一个基本概念.与V—样， Green 用“位 
势函数”的术语称这个特殊函数 C/， 他求得位势方程解的方法与 
用特殊函数的级数的方法相反，称为奇异点方法.遗憾的是，函 
数1/没有一般的表达式，也没有求它的一般方法•在这件事情 
上， Green 满足于对电荷所产生的电位的情形，给出 U 的物理 
意义. 

Green 应用他的定理和概念于电磁学 问题. 1833年他又着手 
研究变密度椭球体的引力位势问题①.在这个工作中， Green 证明 
了，当V在物体边界上给定时，在整个物体上刚好有一个函数满 
足 AV = 0,没有奇点，有给定的边界值•为了作出他的证明， 
Green 假定了存在一个函数极小化积分 

(33) 皿(譯) 2 + (老 ) 2+ ( f ^) 2 ] dv . 

这是 Dirichlet 原理的第一次使用（参看第27章第8节). 



Green 在 1835 年的这篇论文中，做了许多用 n 维代替三维的 
工作，又给出了我们现在叫做超球面函数的重要结果，它是 U- 
place 球面调和函数的推广.因为 Green 的工作在一个时期内没有 
出名，所以，其他一些人独立地做了这个工作中的某些部分. 

在分析引入英国后， Green 是第一个沿着大陆上的工作线索 
前进的英国大数学家.他的工作培育了数学物理学者的庞大的剑 
桥学派，其中包括 William Thomson 爵士， Gabriel Stokes 爵士， 
Rayleigh 励爵和 Clerk Maxwell. 

继 Green 成就之后的是 Gauss 1839年①的主导性著作 《与距 
离平方成反比而作用的吸引力和排斥力的普遍定理》. Gauss 严 
格地证明了 Poisson 的结果，即在作用体内部一点处成立 AV = 
一4#,而1°满足条件 ：在该 点及周围一小区域内连续.这个 
条件在作用体的表面上是不满足的.在表面上0 ,酱有 
跳跃. 

到这时为止,在位势方程和 Poisson 方程方面的工作，都假定 
了解的存在性. Green 关于存在 Green 函数的证明完全基于物理 
的理由.从存在性观点看，位势理论的基本问题是要证明存在一个 
位势函数 V (William Thomson 在大约1850年时称它义调和函 
数），它的值在一个区域的边界上是给定了的，在区域内满足 
= 0. 人们可以直接证实这件事，或者先证实 Green 函数1/的存 
在性，然后再从它得到 V. 建立 Green 函数或V本身的存在性的 
问题称为 Dirichlet 问题或位势理论的 第一边 值问题，是这门学科 
中的最基本和最古老的存在性问题.当V在边界上的法向导数已 
给定时，要找函数V使其在区域内部满足= 0的问题，采用莱 
比锡的教授 Carl G. Neumann(1832 — 1925) 的名字叫 Neumann 


问题.这个问题叫做位势理论的第二基本问题. 

—条通向建立方程 AV = 0 的解的存在性问题的路径， Green 
已经采用过(请看 [33]), 但是 William Thomson 把它提到突出地 
位.1847年① Thomson 发表了一条定理或原理，这一原理在英国 
以它的名字命名，在大陆则叫做 Dirichlet 原理，因为 Riemann 这 
样称呼它.虽然 Thomson 是用较为普遍的形式叙述的，但原理的 
本质可以这样说 :曲面 S 把区域分为内部区域了和外部区域: T, 
考虑在了和 T' 上分别有连续二阶导数的一切函数1/的集合.这 
些函数 U 处处连续，并且在 S 上取一连续函数/的值.极小化 
Dirichlet 积分 

⑽ [(數+ (默+ (尝)> 

的函数V就是满足 AV = 0并且在边界 S 取值为/的一个函数. 
( 34 )和的联系在于 :按变 分学的意义， Z 的一级变分是 dV, 而 
对于极小化的必须是 0. 因为对于实的I/，7不可能是负 
的，所以看来很清楚，极小化函数V—定存在，从而不难证明它是 
唯一的.于是 Dirichlet 原理是探讨位势理论中 Dirichlet 问题的 一 
条途径. 

Riemann 在复变函数方面的工作给 Dirichlet 问题和原理本 
身以新的重要性. Riemann 在他的博士论文中关于V的存在性的 
“证明”用了二维情形的 Dirichlet 原理，但像他自己所承认的，这 
个证明是不严格的. 

Weierstrass 在他的1870年的一篇文章中②对 Dirichlet 原理 
提出批评时指出，极小化函数的先验存在性是不为正确推理 
所支持的.对一切连续可微函数 t/ (它从内部区域到指定边界值 




上是连续地变动的），此积分有一个下界，那是对的.但是在连续 
的可微的函数类中是否存在一个函数I/。达到这下界却是未经 
证明的. 

解位势方程的另一技术是利用复函数论.虽然 d’Alembert 在 
他1752年的著作(第27章第2节)中和 Euler 在一些特殊问题中 
已经用这技术解过位势方程，但直到19世纪中叶复函数论才活跃 
地应用于位势理论.函数论与位势理论的相依关系基于如下 事实： 
如果 《 + b 是^的一个解析函数，则 u 和 t； 两者都满足 Laplace 方 
程.此外，如果《满足 Laplace 方程，则使《 + it； 解析的共轭函数 
必定存在（第27章第8节). 

把方程 △« = 0用于研究流体流动时，函数 u ( x t : y) 就是 
Helmholtz 所称的速度势，而这时和 a«/a；y 就表示流体在任 
—点 U, :V)的速度分量.在静电学的情形,《是静电位而和 
是电力分量.在这两种情形下，曲线常数是等位线，而 
正交于《 =常数的曲线^ =常数都是流线或趋势线(电力线).函 
数 v ( x t : y) 叫流势函数.由于这个函数的物理意义，把它引进来显 
然是有用的. 

在解位势方程时，使用复函数论的一个优点来自这样一个事 
实，即 :如果 F(z) = F(x + \ y ) 是解析函数，因而它的实部和 i 部 
满足 AV = 0, 那么经过变换 
( 35 ) fix, y),V= gU t y)f 

其中 

把与: y 变换到$与7,就产生另一个解析函数 G(?) =G(6+i 7 ), 
它的实部和虚部也满足 AVG, 7) = 0. 现在如果原来的位势问题 
△V = 0必须在某区域 D 中求解，那么经适当选择变换，变换后的 
方程 AV = 0必须在区域 D' 中求解，而 D' 可能简单得多.这里，利 
用保角变换，如像 Schwarz-Christoffel 变换，是极为有益的. 

我们不深入讨论复函数论在位势理论中的用法了，因为它的 



用法的细节远远超出解偏微分方程的任何基本方法论.然而，值得 
再次注意的是，许多数学家拒绝使用复函数,因为他们仍对复数感 
到不安.在剑桥大学，甚至在1850年，还用繁笨的手段以避免牵涉 
到复函数. Horace Lamb 的《流体运动的数学理论教程 >( 7>时仏 e 
on the Mathematical Theory of the Motion of Fluids) ， 出版于 
1879 年，是第一本在剑桥承认接受函数论的书.这本书仍然是一 
本经典著作(今称为《流体动力学 >(H 沁 


5 .曲线坐标 

Green 引入了许多主要的概念，其意义远远延伸到位势方程 
以外.最先关注热方程的数学家兼工程师 Gabriel Lame(1795 — 
lWO) 引入了另一个主要的技巧，即使用曲线坐标系，它也可以用 
于许多类型的 方程. Lan^ 于1833年① 指出， 热方程仅对那些表面 
垂直于坐标平面 = 常数， ；y= 常数， z == 常数的导体是解出来了. 
Lam 6 的想法是引入新的坐标系和相应的坐标面.在非常有限的 
程度上说，这事已由 Eulei •和 Laplace 做过了，他们两人使用了球 
坐标化(?， A 在这情况下，坐标面^=常数、<9=常数、常数分 
别是球面、平面、锥 面. 知道了从直角坐标变换到球坐标的方程， 
人们就能像 Euler 与 Laplace 所做的那样，把位势从直角坐标变换 
到球坐标. 

新坐标系和坐标曲面的价值是双 重的. 第一，在直角坐标系 
中，一个偏微分方程可能不能分离成这坐标系中的常微分方程，但 
在另一坐标系中可能是可分离的.第二，物理问题可能需要一个， 
比如说，椭球上的边界条件，这样的边界在有一族以椭球面组成坐 
标面的坐标系中可以简单地表示出来，而在直角坐标系中必须用 
相当复杂的方程.此外，在所采用的适当的坐标系中经变量分离 



后，这个边界条件变成恰好可应用于所得常微分方程中的一个 
方程. 

为了在新坐标系中解热方程的特殊目的， Lam6 引进了几个 
新的坐标系他的主要坐标系是三族曲面，由下列方程给出： 

F + F^? + F^?~ 1 = 0 ' 

辜 1 = 0 ， 

7 + 7 ^ + 7 ^ 7 _1 = 0> 

其中 A 2 >〆 >〆 >•/• 这三族曲面是椭球面，单叶双曲面和 

双叶双曲面，它们全都具有相同的焦点.一族中的任一曲面垂直地 
交割所有其他两族中的曲面，而实际上是在曲率线上交割它们的 
(第23章第7节〉.因此空间中任何点有坐标 U, ►), 即每族中 

经过该点的曲面的 A, 户和!；.这个新坐标系叫做椭球面的，虽然 
曾称它为椭圆的(这一术语现已用于另一种坐标系了). 

LamS 把稳态情形（即温度不依赖于时间）的热方程，即位势 
方程，变换到这些坐标系，并指出他能用变量分离法把偏微分方程 
划归为三个常微分方程.当然这些方程必须在适当的边界条件下 
求解.在1839年②的一篇论文中进一步研究了在三轴椭球 
体中稳态的温度分布，并对他1833年论文处理的问題给出了一个 
完全解.在这1839年的论文中他又引进了另一个曲线坐标系，现 
在称为球锥系，其中坐标曲面是一族球面和两族锥面 .Lam 纟还用 
这坐标系解过热传导问题. Larr^ 用椭球坐标写了许多关于热传 
导的论文，连同1839年的第二篇论文包含在同一卷 （数学 杂志> 
内，在其中他处理了椭球体的一些特殊情形® 



互相正交的曲面族的课题，在偏微分方程的求解中有如此明 
显的重要性，以至对它本身或它内部的问题的研究已成为一个主 
题.在1834年的一篇论文①中 Lam6 考虑了任何三族互相正交的 
曲面的普遍性质，给出了一个沿用至今的技术 :在任 何正交坐标系 
中表示偏微分方程的程序. 

(Heinrich) Eduard Heine(1821—1881) 沿着 的思路前 

进. Heine 在他1842年的博士学位论文中②，不仅确定了旋转椭 
球体内部的(稳态温度)位势（当位势在表面的值已给出时），而且 
还确定了这种椭球体外部的和两同焦旋转椭球面之间的壳体的 
位势. 

对他和别人用相互正交的坐标系所完成的事有如此深 
刻的印象，以至认为所有的偏微分方程都可能通过寻找适当的坐 
标系求解.后来他认识到这是一个错误.1859年他出版了一本论 

整个课题的书-< 曲线坐标讲义> ( Lecons sur les coordonnees 

curviligti€s'), 

虽然把三族互相正交的曲面用作坐标曲面不能解决所有的偏 
微分方程，但确实开辟了一个新技术，在许多问题中能表现其优越 
性.曲线坐标的使用已移植到其他偏微分方程.例如， Emile~ 
Uonard Mathieu(1835 — 1900) 在 1868年的一篇论文中③，处理一 
个椭圆薄膜振动问题，其中涉及到波动方程，这里他引入了椭圆柱 
坐标，相应于这些坐标的函数，今称为 Mathieu 函数（第29章第2 
节）.在同一年 Heinrich Weber(1842 — 1913) 研究方程 g g 

+ y „ = 0 时④，对由完整椭圆所围成的区域解出了它，同时也对 
由两个同焦椭圆弧和与椭圆弧同焦的两个双曲弧围成的区域解出 



了它.在椭圆和双曲线变成同焦抛物线的特殊情形也被考虑过，这 
里 Weber 引进了在这坐标系中便于展开的函数，今称为 Weber 函 
数或抛物柱函数. Mathieu 在他的《数学物理教程 >(C 0 «« 办 phy¬ 
sique mathematique , 1873) 中，讨论了包含贿球体的新问题，并引 
入了其他更新的函数. 

所开创的想法，即用曲线坐标的想法，还只是描述了这 
—工作的开端•许多其他的坐标系已经导入，用变量分离法引出的 
常微分方程，求解时得到的相应的各种特殊函数也已研究过了①. 
特殊函数的这个理论的大部分，是由物理学者在具体问题中，当他 
们需要这些函数及其性质时所创立的(亦可见第29章). 


6. 波动方程和退化波动方程 

偏微分方程的最重要的类型也许是波动方程了.在三维空间 
中，其基本形式是 

就我们所知，这方程在18世纪就已经引入了，并且也已用球坐标 
表示出来 . 19世纪时波动方程的新用途被发现了，特别是在萌芽 
时期的弹性领域.各种形状的固体在不同的初始条件和边界条件 
下的振动以及波在弹性体中的传播产生一大堆问题.进一步研究 
声和光的传播引起成百个附加问题. 

在变量可分离的场合，解 （36) 的技巧与 Fouriei •解热方程和 
Um 6 用某一曲线坐标系表示位势方程后所做的没有差别. 
Mathieu 用曲线坐标经变量分离而求解波动方程是成百篇论文中 
的典型. 



处理波动方程的另一类完全不同的重要结果是把方程作为整 
体对待而得到的.第一个这样的主要结果是论述初值问题的，这要 
追溯到 Poisscm, 他在1808到1819年期间研究过这个 方程. 他的 
主要成就①是一个关于波 ：y, z, /) 传播的公式，其初始状态 
由初始条件 

(37) u(x, y t z f 0) = y, z) t 

u,(x, y y z, 0) = y f z) 

描述，而波《满足偏微分方程 

(⑻ 0+&+0 =冷 

其中 a 是常数.其解《由下式 给出： 

(39)«(x, t) 

= 士 JX*' (j+<asin ♦cos 6 ， jy + a/sin 彡 sin 汐， 
z + a/cos ^)«fsin 彡 d 沒 d 彡 

+ Ana 去 Jo Jo 多 。 + 也 — 知 0 s 义 + 奶 in ^sin d, 

z + at cos 彡〉 a/sin Md ♦’ 

其中 I? 与 4 是普通的球坐标.积分区域是以具有坐标: T, % Z 的点 
P 为中心，以似为半径的球 Sd 的表面. 

Poisson 的结果意味着什么,为了得到这方面的某些启示，让 
我们来考虑一个物理例子.假如初始扰动是由边界为 S 的物体V 
(图 28.2) 发出，使 得允与 么定义在V上并在V外为 0. 我们说这 
初始扰动在V上被局部化了.从物理上看是一个波从V发出并向 
空间扩展 出去. Poisson 的公式告诉我们在V外任一点 P(u, 
z) 处发生些什么事情.令 d 与 D 表示 P 到V上的点的最小与最 
大距离.当 *< f 时，(抑)中的积分为零，因为积分区域是中心在 





图 28.2 

P、 半径为扣的球 Sw 的表面.因为么与么在&上是0,于是函数 
«在 P 处是 0. 这意味着从 S 扩展出来的波还没有达到 P. 在，= 
f 时，球&刚刚接触到 S, 因此从 S 发出的波的波前到达 P. 当之 
在 f = f 和 f 之间时，球 Saf 交割V,所以 tt (p, 0尹0.最后 

对/> D/a, 球又将不与 S 相交(整个区域V属于 Sg 的内部），即 
是说,初始扰动已经通过了 P. 所以又有 «(P, /) = 0.时刻 f f 
相应于波的尾缘通过 P. 在任何给定的时刻/，波的前缘呈曲面形 
状，把扰动已到达的点和尚未到达的点分开.这个前缘是中心在 
S、 半径为扣的一族球面的 包络. 在时刻 f, 波的后缘是一个曲面， 
把还存在有扰动的点与扰动已经过去的点分开.于是我们看到，在 
空间局部化了的扰动在每一点 P 引起的效果仅仅持续有限时间. 
此外这波（扰动）还有前缘和后缘.这整个现象叫做 Huygens 
原理. 

解波动方程初值问题的一个完全不同的方法是 Riemaim 在 
研究有限振幅声波传播的过程中创立的①.他考虑可写为如下形 
状的二阶线性微分 方程： 

(40) L(M) = ^； + D ll + E f ； + FM==0 > 

其中 D，g，F 是 o: 和: y 的二阶可微的连续函数.问题是在知道了 
① Abh. derGts. dtr Wiss. zuGoU. , 8, 1858/1859, 43 〜 65 = Werke, 156 〜 178. 


沿曲线 r 的 tt 和(意即知道和 ) 时，去求出在任 
意点 P 处的《(图 28. 3)，他的方法依赖于找一个函数 v (叫 Rie - 
mann 函数或特征函数) ® ，使其满足现今所称的共轭方程 

⑷） ^ = £r y - 9J ^ 1 - 3J § 1+Fv = 0 

和其他一些我们即将详细说明的条件. 





明 28.3 

Riemann 引入通过 P 的特征(他没有用这个名词）， x =芒和 
y = V的线段 Ph 和 PP 2 .现在把广义 Green 定理(二维情形）应 
用于微分表示式 L ( u ). 为了简明地表示这定理，我们引进 

x = 音卜 g _“ g )+ 〜， 

于是 Green 定理说 

( 42 ) J s [«L(«) — tJVf(z；)]dS = J s (~-h|^)dS 

= |Xcos(«, x) +Ycos(n, y) (di, 

其中 S 是图中的区域， C 是 S 的整个边界， cos ( n , or) 是 C 的法线 
方向和 x 轴间夹角的余弦. 

除了满足 (41) , Riemann 对 v 还要求 




(a) t; = 1 在 P 处， 

(43) (b) |^ — Di; == 0 在 《r = 芒上， 

(c) |^ - Ev = 0 在： y=V 上①. 

使用条件 M ( v ) = 0 与条件 (43)， 并算出 C 上的曲线积分, Rie- 
maim 得到 

(44) ud if ) = |^|Xcos(«, x) + ycos(n, : y)}d5 

+ *|*|(«v) P| +( uv ) p t {. 

这样，在任意点 处“的 值就用 u， au /9 n t v 和 at；/a；i 在 r 上的 
值及 a 和 t /在^ 与巧处的值给出来了. 

现在“在 P, 与朽已给出.函数1；本身必须从求解 Af(t;) = 0 
得出并满足条件( 4 3). Riemann 方法取得的成就在于 :把原 来关于 
“的初值问题变成关于X；的另一类初值问题.而第二个问题通常 
较容易求解.在 Riemann 的物理问题中，找出 v 来特别容易.然而 
这样的 v 的存在性一般说来不是由 Riemann 证明的. 

刚才所述的 Riemann 方法仅对以二元波动方程（双曲方程） 
作为例子的那类方程有用，而不能直接推广.把这个方法推广到多 
于两个独立变量时,遇到了 Riemami 函数在积分区域边界上变为 
奇异从而使积分发散的 困难. 这方法已经被推广，但以增加复杂性 
为代价. 

用其他方法解波动方程的进展是与所谓稳态问题密切联系 
的，它导致简化的波动方程.波动方程就其形式本身来说，是包含 
时间变量的.在许多物理问题里，如果人们感兴趣的是简单谐波， 
就假设“ «；(x, z)e\ 把它代入波动方程就得到 


①对二维问鼉, v 是四个变置 d J： 和; y 的函数.作为 _r, ：y 的函数，它满足方程 
M(v) - 0. 



(45) △w + Pw = + + + = 0, 

这就是退化波动方程或 Helmholtz 方程.方程 ^ w + k 2 w =0 表示 
所有调和的、声音的、弹性的、电磁学的波.正当较老的作者满足于 
寻找特殊积分的时候， Hermann von Helmholtz( 1821— 1894) 在 
他论一端开放的管道内（风琴管）空气振动的著作里，给出了关于 
这个方程的解的第一个普遍的研究①.他关注传音的问题，其中 u； 
是一个作谐振动的气体的速度势4是由空气弹性和振动频率确 
定的常数， A 是波长，等于 2n/k. 应用 Green 定理，他证 明了： △«;+ 
= 0的任一个在给定区域内连续的解可以表示为区域表面上 
激发点的单层和双层效应•把 e~ itr /4nr 作为 Green 定理中的一个 
函数，他得到 

⑽ .- af 锋料綱，， 

其中 r 表示 P 到边界上变动点的 距离. 这样，在求解区域内任一 
点 P 处的就由 W 与在边界 S 上的值给出. 

19世纪伟大的德国数学物理学者之一, Gustav R. Kirchhoff 
(182 4 —1887)使用 Helmholtz 的工作求得了波动方程初值问题的 
另一个解.假定 ^w + k^w = 0是得自 

杂 = C 2 △“， 

其中已令“ =«;0以使々 =<y/c. 于是(46>可写为 
(47) «(P, = 

+ M a £( s! ^) ds - 

这个公式被 Kirchhoff 推广了.如果令是“在时刻 r 时边界上 


① Jour, fur Math. • 57, 1860, 1 - 72 = Wissenschaftliche Abhandlungen, 
1,303 〜 382. 



任一点 U， 3；，幻处的值，并令/(0是^相应的值，则 Kirchhoff 
证明了① 

(48) u(P, , )= _i}}/Li^£ll dS 

其中假定在最后一项中关于《的微分仅在「明显出现于分子分母 
两者时才应用于这样，在 P 处的《就用《与 g 在较早时刻、在 
围绕 P 点的闭曲面上的值表出.这结果叫作声学的 Huygrens 原 
理，是 Poisson 公式的推广. 

我们已经注意到 Riemami 用了稍较广义的 Green 定理.用到 
共轭微分方程的 Green 定理的完全推广也称为 Green 定理，来源 
于 Du Bois-Reymond( 1831— 1889) 的一篇论文②和 Darboux 的书 
《曲面的一般理论 >(77 如 两者都引 
用了 Riemann 1858/1859年的论文.如果给定的方程是 
L(«)=A|^-f2B^ + c|^ + D^ + E|^ + Fu =0, 
其中系数都是I与:V的函数.在 u、t; 与其一阶、二阶导数都连续 
的假定下，在 x-y 平面的任意区域 R 上积分乘积 vL(u). 于是由 
分部积分就得到广义的 Green 定理： 

^uM(v)dxdy =—J*j*TjL(M)drd;y - J*(CW;y — Pdx ), 

其中重积分展布于 J? 的内部，单积分展布于 i? 的边界上，并且 



P = B(^- U |^)+c(^-«g) 


^ a y r u - 

+( d H )“ w - 

M( v ) 是 L(tt) 的共轭表示式， M ( v ) = 0 是共轭微分方程.反之， 
L(a) 是 M( v ) 的共轭. 

Green 定理的重要性在于它能用于求得某些偏微分方程的 
解.例如,因为椭圆型方程总能够写成 


L{u) = ^u + a^ + bj^ + cu = 0 

的形式，于是 

M(v) = Av — — -t-cw = 0. 

令 u 是共轭方程的一个解，它在任意点 (t 7) 像对数那样变成无 
穷; 就是说，它的性态相同于 

v = LHogr + V, 

其中 r 是从 (t 7) 到 Or， : y) 的 距离; t/ 与V在所考虑的区域 K 内 
是连续的;并且"是标准化了的，因而 1?) = 1. 现在把 (e, V) 
包围在一个圆内，把它从积分区域中剔出来.于是，当此圆收缩到 
(€, 7) 时，由广义 Green 定理给出 
(49) 2ira(6, 7) ―― ^jvL(u)da:dy 

—«|^ + (flcos(” ， j:) +6cos(n, >r))i«;Jds, 

其中的 《 如果指向区域外部就是正的，单积分按反时针方向展布 
在边 界上. 因为《满足 L(ii) = 0;.如果我们知道％并且在边界上 



« 与3|4/3» 已给出（两者都不是任意的），那么我们就 把 《 表示成 
了单积分.函数X；叫做 Green 函数.然而常常把 z； 在的边界上 
为0的条件附加到 Green 函数的定义中去. Green 定理的这个用 
法已发展到各种特殊情形和各种推广. 


7. 偏微分方程组 

18世纪时，流体运动的微分方程显现为第一个重要的偏微分 
方程组 . 19世纪时创建了三个更为基本的方 程组： 粘性介质的流 
体动力方程、弹性介质方程和电磁理论方程. 

当有粘性出现时(实际上总是这样），流体运动方程的获得经 
历了曲折的途径. Euler 已经给出了无粘性流体运动的方程.从 
Lagrange 所处的时代起，就已经认识到有速度位势存在和无速度 
位势存在的流体运动之间的本质差别•经与弹性理论的形式类比 
和分子受排斥力激活的假设的启发，多科工艺学校和交通工程学 
校的力学教授 Claude L. M. H. Navier(1785—1836) 在 1821 年得 
到了基本方程①.像今天被确认的那样, Navier-Stokes 方程是 

p 窖 = pX — 砮+如砻 +w’ 

⑽ />監=外—茸+如轰+处„， 

其中 △ 有通常意义; p 是流体的密度; P 是压力; a, V, W 是流体在 
时刻£时，在任一点 (J：, 3S Z) 处的速度 分量; X， Z 是一个外力 
的分量;常数 A 依赖于流体的性质，叫做粘性系数；导数 D/Dz 具 



有第 22 章第8节解释的意义.对于不可压缩的流体 ， 0 = 0. 

这些方程也被 Poisson 在1829年①得到.之后,又被剑桥大学 
数学教授 George Gabriel Stoke S ( 1819—1如3)在他的论文《关于 
运动流体内部摩擦的 理论》 ②中根据连续介质力学重新导出. 
Stokes 力图说明在所有已知液体中的摩擦作用，它把动能转化为 
热而引起运动 衰减. 液体由于其粘性而附着于固体的表面，因而对 
它们作用着切向力. 

弹性的学科是由 Galileo, Hooke，Mariotte 奠基的，而由 Ber¬ 
noulli 家族和 Euler 培育的.但这些人只处理了一些特殊问题•为 
了解决这些问题，他们关于梁、杆和板在应力、压力或荷载下是怎 
样变动的提出了专门的 假设. 严格意义上的理论是19世纪创立 
的.从19世纪初叶起，许多伟大人物持续地致力于获得主宰弹性 
介质(包括空气)的行为的 方程. 这些人主要是工程师和物理学家. 
在他们之中 Cauchy 和 Poi SSOn 是大数学家，虽然 Cauchy 按其所 
受的训练说来是个工程师. 

弹性问题 包括: 物体在应力下的行为，其中要考虑它们将取什 
么平衡 位置; 物体在一个初始扰动或一个连续作用力驱动时的振 
动; 以及在空气或固体的情形下，波通过它们的传播.在19世纪， 
大约在1820年，出现了由物理学家 Thomas Young( 1773—1829) 
和工程师 Augustin-Jean Fresnel(1788—1827) 开创的光的波动理 
论，于是对弹性学的兴趣就增浓了 • 光被看作是波在以太中的运 
动，而以太被认为是一种弹性介质.因此光通过以太的传播就成为 
一个基本问题 • 19世纪初期，对弹性学引起强烈兴趣的另一个刺 
激是 Ernst F.F. Chladni(1756_1827) 关于玻璃和金属的振动的 
实验 (1787), 他指出了波节线.这些应与声音有关，例如与振动鼓 



面发出的声音有关. 

求得弹性学基本方程的工作是长期的和充满陷阱的，因为对 
于物质内部或分子结构知道得很少，所以把握任何物理原理都是 
困难的.对于固体、空气、以太所作的假设随着作者的不同而不同， 
并且是互相争执着的.对于以太的情形，人们推测它是穿过固体 
的，因为光线通过某些固体，并被另一些固体所吸收，而以太分子 
同固体分子的关系也提出了极大的困难.我们不打算追究弹性体 
的物理理论，即使今天我们的理解也是不完全的. 

Navier® 是第一个 (1821) 研究弹性体平衡和振动的普遍方程 
的人.他把材料假设为各向同性，因而各方程只包含表示物体性质 
的单独一个常数.到1822年，经 Fresnel 工作的刺激， Cauchy 开辟 
了另一条通向弹性理论的途径②. Cauchy 的方程包含表示物体材 
料的两个常数，对各向同性的物体来说，其方程是 

u+m) B +MAu = p 1F' 

(X+M)^ + MAv = Pp, 

(51) M 

(A-h^) 長 + Aw = 



这里“ ，■^ w 是位移分量 J 叫做膨胀系数， A 和 // 是物体或介质 
的常数.对一般的非各向同性介质来说，方程是十分复杂的，而把 
它们普遍地写出来可能是乏味的.这些方程是由 Cauchy 给 
出的 

19世纪对科学和技术带有巨大冲击的最壮观的胜利是 




Maxwell 在 1864 年关于电磁学规律的导出 Maxwell 利用无数 
先辈们特别是 Faraday 关于电和磁的研究引入了位移电流的概 
念——无线电波是位移电流的一种形式——并且用这个概念确切 
地表述了电磁波的传播.他的方程有四个，最方便的是用后来为 
Oliver Heaviside 采用的向量形式叙述，包含电场强度£：,磁场强 
度 H, 介电系数 《，介 质的磁通率心和电荷密度 A 这些方程是 

(52) curl H.= i^P ， curlE=--ii(f>, 

(53) diveE = p’divpH = 0②. 

前两个方程是主要的方程，等于六个标量(非向量)的偏微分方程， 
位移 电流是 WeE)/a/. 

正是对这些方程的研究，使 Maxwell 预言电磁波以光速通过 
空间.基于两速度相同，他勇敢地断言光是电磁现象.这是一个从 
他那时代起已被详尽地证实了的预言. 

大家知道，没有解任何上述方程组的普遍方法.然而，19世纪 
的人们渐渐认识到在偏微分方程的情形下，不管是单个方程还是 
方程组，通解几乎不像初始条件和边界条件已给定的特殊问题的 
解有用，在这种情形下实验工作也可能帮助作出有用的简化假定. 
Fourier , Cauchy , Riemann 的著作促进了这事的实现.关于使这些 
方程组特殊化的许多初值和边值问题的求解工作是大量的，在这 
世纪中几乎所有的数学家都研究过这类问题. 


8. 存在性定理 

当18和19世纪的数学家们创立了大量类型的微分方程时， 
他们就发现解出很多这些方程的方法是不合用的.在多项式方程 



的情形，解四次以上方程的努力失败后， Gauss 转而去证明根的存 
在性(第25章第2节).和这种情况有点相像，在微分方程的工作 
中，若求出了显解,则这一事实本身就证得了存在性;而求显解的 
失败就使数学家转而去证明解的存在性.这样的证明即使并不显 
示出一个解或把解表为有用的形式，但仍满足多种目的.几乎在所 
冇的情形下,微分方程都是物理问题的数学描述.因为没有什么东 
西可以有效地保证数学方程可以求解，所以解的存在性证明至少 
会保证解的寻求不是作无谓的尝试.存在性的证明还会回答这样 
的 问题: 关于给定的物理情况，我们必须知道些什么，就是说，什么 
初始条件和边界条件保证有一个解，并且最好是保证有唯一的解. 
另外有些目标，在存在性定理工作开始之初可能没有想像到，现在 
立即被认识到了.解是否随着初始条件连续地变动？或者当初始 
条件或边界条件稍稍变化时是否有完全新的现象产生？例如，由 
行星的一个初始速度值得到的抛物轨道，作为初始速度稍微变化 
的结果，可以变成椭圆轨道.轨道上这样的差异在物理上是最有意 
义的.更进一步，解问题的某些方法论，如像 Dirichlet 原理或 
Green 原理的运用，都预先假定了一个特解的存在.这些特解的存 
在性并没有建立起来. 

在我们给出关于存在性定理的工作的某些简短叙述之前， 
先说明偏微分方程的一种分类可能是有帮助的，这种分类实际 
上是在这世纪相当晚的时候才作出的.虽然 Uplace 和 Poisson 
已用把这些方程划归为正规或标准形式的办法对分类作了某些 
努力，但 Du Bois-Reymond 引入的分类现在已成为标准的了. 
1839年①他用特征线方法(第22章第7节)把最一般的齐次二阶 
线性方程 


① 


Jour, fur Math. , 104,1889,241 〜 301. 



进行了分类，方程中的系数都是 Z 和 的函数 ，这些系数和它们 
的一阶和二阶导数都是连续的.特征曲线到 o：-;y 平面的投影(这 
些投影也叫特征)满足 

Tdx 2 -Sdxdy + Rdy 2 =0. 

特征为虚值、相异实值或相同实值，取决于 

TR-S 2 > 0, TR-S 2 < 0, TR-S 2 =0. 

Du Bois-Reymond 分别叫这些情形为椭圆的、双曲的和抛物的.然 
后他指出，引入新的独立实变量 

芒 = 必 ( 工， y)， V = y) 

之后，上述方程总可以分别变换到下面三种正规形式 之一： 

+ 穿 ) +，SO =。， 
( b ) s , S +p, »=。， 
(«X … 0 . 

曲线族 jHx ，：y ) =常数和 Hx y y) =常数是两族特征曲线的 
方程. 

可附加的补充条件对三类方程是不同的.在椭圆型的情形 

(a) , 人们考虑 o-y 平面的一个有界区域并给定《在边界上的值 
(或一个等价的条件），而要求《在区域内的值.对双曲型微分方程 

(b) 的初值问题，人们必须在某初始曲线上给定《与还可 
以有边界条件.对于抛物型情形 (c), 虽然今天知道可以给 (c) 加上 
一个初始条件和边界条件，但那时适当的初始条件却还未指明.偏 
微分方程的这个分类法已推广到多变量方程,高阶方程和方程组. 
虽然分类和补充条件在这世纪的早期是不知道的，但数学家们渐 
渐地知道了这些差别，并且，这些差别已出现在他们能够证明的定 
理中. 

关于存在性定理的工作成为 Cauchy 的主要活动，他强调说， 



在求显解无效的场合常常可以确证存在性.在一系列论文中® 
Cauchy 注意到任何阶数大于一的偏微分方程都可以划归为偏微 
分方程组，他讨论了方程组的解的存在性.他称他的方法为极限的 
计算 (Calcul de S limites), 但今天叫做优势函 数法. 这方法的本质 
在于证明 ：具有 一定收敛区域的自变量的幂级数确实满足这方程 
组.我们将联系 Cauchy 关于常微分方程的工作来说明这个方法 
(第29章第4节).他的定理仅包括方程中系数和初始条件都是解 
析的情形. 

为了得到 Cauchy 工作的某些具体概念，我们将考虑隐含于 
两个自变量的二阶方程 
(55) r = f(z, x, y, p , q , s, t ) 

中的东西，像通常一样，其中 r = 3 2 z/dx\ 而/对其变量是解析 
的.在这情形下，人们必须在初始线 x = 0 上指明 

z(0, y) = zo(y), |^(0, y) = zi(y) t 
其中 a 和 a 是解析的.（初始线可以改成曲线，在这情形下 avao： 
必须改为)如果以上条件都满足了，那么解 z = z (: r，：y) 是 
存在且唯一的，并且在某个从初始线出发的区域内解析. 

Cauchy 关于方程组的工作被 Sophie Kowalewsky ( 1850— 
1891)© 用稍为改进一点的形式独立地做出来了. Kowalewsky 是 
Weierstrass 的学生并继承了他的思想. Kowalewsky 是少数有名 
望的女数学家之 一. 1816年 Sophie Germain(1776 — 1831) 关于弹 
性的论文贏得了法国科学院授予的奖金. Kowalewsky 由于她 
1888年写的关于绕一固定点旋转的物体的运动方程的积分也贏 




得了巴黎科学院的 奖金； 1889 年她在斯德哥尔摩当了数学教授. 
Cauchy 和 Kowalewsky 的证明后来被 Goursat® 改进了. 

代替 (55) ,如果给定的二阶方程形为 

(56) G ( z , x, y t p , q , r, s t t ) — 0, 

那么在写成 (55) 的形式之前必须先解出 r . 考虑一个简单的但重 
要的情形，设方程是 

+ d IK+ f :=o, 

其中 A, B, …， F ■是 _r,) 的函数，于是为了解出 r ,g 必须不是 
0•在 3 G / 3 r = 0的情形, Cauchy 问题的解并不一定存在，而当解 
存在时，它并不是唯一的•在有三个或更多个自变量的情形(我们 
考虑三个）,如果方程写为 

(57) + 

其中系数是自变量 A, A, A 的函数，则例外情形发生于初始曲 
面 S 满足一阶偏微分方程 

(58) 祭=。 

的时候•沿着这样的曲面 ，（57) 的两个解可以是相切的，甚至有高 
阶接触.这个性质和一阶方程 y t u t p t q ) = 0 的特征曲线 
的性质(第 22 章第 5 节)是一样的，所以这些曲面也叫特征.在物 
理上，这些曲面 S 就是波前. 

关于特征的这个理论，对于两个自变量的情形， Monge 和 
Andre-Marie Ampdre(177 5 —1836) 是知道特征的这个理论的.把 
它推广到多于两个自变量的二阶方程的情形首先是由 Albert 




Victor Backlund(1845 — 1922) ①作出的，但在 Jules Beudon ②再次 
把它作出之前知道的并不广泛. 

20世纪最主要的法兰西数学家 Jacques Hadamard(18«5— 
1963) ，在他的 《关 于波的传播的讲义 >(Lefons Aur Za propagation 
desondes, 1903) 中，把特征理论推广到了任意阶的偏微分方程. 
作为例子,我们来考虑自变量为 A, x 2 , …， A 而应变量为 t 7, 
C 的三个二阶偏微分方程的方程组.这个方程组的 Cauchy 问题 
是:在《—1 维“曲面” 上给定了 6, 7, ?和<?的‘ dri / 3x n , 

的值，求出函数 t 1?和于是，除非^^^满足一个六次的 
—阶偏微分方程,比如说// = 0,否则函数$，7和 C 的二阶和高 
阶导数就都可以计算.所有满足 H = 0的“曲面”是特征“曲面”. 
根据一 阶偏微分方程的理论，微分方程 H = 0有由 
dxi _ dx 2 一一 dr^-i 
3H/3P, = 3H/dP 2 == ••• = dH/dP^ 

定义的特征线(曲线），其中 P. , P 2 ,…， 尸^是；沿“曲面” ACi 
而取的关于 a , x 2 ，…， ov, 的偏导数.这些线叫做原来二阶方程 
组的双特征.在光的理论中，它们就是射线. 

目前特征在偏微分方程的理论中起着重大的作用.例如，在特 
征理论的基础上, Darboux ③曾经给出积分两个自变量的二阶偏微 
分方程的强有力的 方法. 它把问题转化为积分一个或多个常微分 
方程，包括了 M onge ，Upl ace 和其他一些人的方法. 

另外一类存在性定理处理了 Dirichlet 问题，就是用直接方 
法或用 Dirichlet 原理的方法建立 AV= 0的解的存在性.二维 
Dirichlet 问题（但不是极小化 Dirichlet 积分的 Dirichlet 原理）的 
第一个存在性证明是由 Weierstrass 的学生 Hermann Amandus 
Schwar Z (18 43 — 1921) 给 出的. Schwarz 于1892年在柏林接替 





Weienstrass ，受到 Weierstrass 对此问题的提示.在关于边界曲线的 
普遍假设下，利用所谓交替法的手续 ® ，他证明了解的存在性®. 

在同一年，即1870年， Carl G. Neumann 用算术平均法给出 
了三维 Dirichlet 问题③的解的另一个存在性证明，而他也没用到 
Dirichlet 原理®其思想主要发挥在他的《关于 Abel 积分的 Rie- 
mann 理论的讲义》 （Vb/esan 发 en iiber Riemann’s Theorie der 
Abel 'schen Integrate ) ⑤中. 

后来 Henri Poincah ⑥用扫除法，即“扫出去”的方法，这方法 
处理问题的办法是，造出一系列在区域及上不调和但取正确边值 
的函数，这些函数变得越来越调和. 

最后, David Hilbert 重建了 Thomson 和 Dirichlet 的变分方 
法，并建立了 Dirichlet 原理，作为证明 Dirichlet 问题的解的存在 
性的一个方法.1899年⑦, Hilbert 证明了在区域、边值和允许函数 
的适当条件下， Dirichlet 原理确实成立.他使 Dirichlet 原理成为 
函数论中的一个有力工具.在含有1901年⑧做的工作的另一出版 
物中， Hilbert 给出了更为一般的条件. 

Dirichlet 原理的历史是值得重视的. Green , Dirichlet , Thom- 
•soii 以及他们那个时代的其他一些人把这原理认为完全可靠的方 
法并自由地运用它.后来， Riemami 在复变函数论中指明它对导出 



主要结果是非凡的工具.所有这些人都明白基本的存在性问题还 
没有解决,甚至在1870年 Weierstrass 宣布他的批判之前,他怀疑 
这方法就已有几十年了.后来，在本世纪，这原理被 Hilbert 所拯 
救、利用并扩充了.假如前进步伐要使原理的应用等待 Hilbert 的 
工作，那么19世纪很大一段关于位势理论和函数论的工作就会丧 
失掉了. 

Laplace 方程 AV = 0是椭圆型微分方程的基本形式.许多存 
在性定理是对更一般的椭圆型微分方程，诸如， 

( 59 ) 。 

建立的.这种定理的变种是繁多的.我们将只叙述一个关键的结 
果.这方程的解的存在性和唯一性(解在边界上的值是规定好了 
的）是由 Picard ①对充分小的区域证明了的.这结果已被 Picard 和 
其他人扩充到多变量、大区域和其他方面. Picard© 还证明了系数 
是解析的上述形式的(甚至是稍微更普遍一些的)方程在求解区域 
内仅具有解析解，即使这解取非解析的边界值也是这样. 

迄今所讨论的定理已一般地处理了解析微分方程和解析初值 
或边界数据.然而，这样一些条件对应用是太局限了，因为所给物 
理数据可能不是解析的.另外一大类定理处理不太严厉的条件，我 
们将只给出一个例子.应用于双曲方程的 Riemann 方法依赖于其 
特征函数 v 的存在性.像我们指出过的， Riemann 没有证明 v 的存 
在性. 

对于这个双曲方程的情形（见 [40]), Du Bois-Reymond 在 
1889年寻找适当的条件并得到了结果 © ，这结果是对 x =常数与 
: y ==常数都是特征的情形表达的，它是这样说的 :如果 沿曲线 



给出了连续函数 U 与 a«A? w ，即任何特征线交曲线 AB 不多于一 
次，则存在这微分方程的一个并且只有一个解《，它沿 AB 取《与 
Su/an 的已给值.这解定义在过 A 与过 B 的特征所确定的矩形 
上.另外，如果连续函数《的值在互相联结的两特征线段上给定 
了，那么 u 在特征所确定的矩形上仍然是唯一确定的.用: c, ：y 和 
«作为空间坐标来表示，第一个结果说的是曲面 《Cr, : y) 以给定倾 
斜度通过一给定空间曲线.第二个结果意味着解或曲面包含在两 
条相交的空间曲线所确定的空间里.对连续的初始条件《与 
3«/扣(在第二种情形下是《)，解在上述矩形中将是正则的或处处 
满足偏微分方程.《 与 3u/3n 的间断性将沿着矩形中的特征传播. 

19世纪的后半叶，对区域 D 中 + = 0的特征值的存在 
性做了大量 工作. 主要结果是 :对于 已给区域和在三个边界条件 u 
= 0, du/dn = 0, Su/3n + hu = 0 ( 当正法向量指向区域外面时， 
A > 0 )的任何一个之下，总有 P 的无穷多个离散值，而每一个值 
就有一个解.在二维情形，用沿边界固定的薄膜振动来说明这定 
理.々的值是无穷多个纯粹谐振的频率，相应的解给出薄膜在实现 
其特征振动时的变形. 

主要的第一步是 Schwarz® 的证明，他证明了 

△« + 6/(工， = 0 

的第一个特征函数的存在性，就是说，证明了存在一个17,，使得 
△tA+K/U, y)U, =0, 

而在所考虑区域的边界上 CA =0. 他的方法给出了找解的步骤， 
并且可用于计算后来 Picard ②证明了第二个特征值衫的存 
在性. 

Schwarz 在1885年的论文中还指出，当区域连续变化时，第 
—特征值衫的值也连续地变化，且当区域变小时，衫无限增大.这 



样，较小的膜发出较高的第一谐音. 

1894年 Poincar6 ①证明了： 

(60) Au + Aw = / 

在一个有界三维区域内的所有特征值的存在性及其基本性质，这 
里;I是复数，在区域边界上《 = 0. “ 的存在性是用推广了的 
Schwarz 方法证明的.其次他证明 《(A) 是复变数 A 的整函数，其极 
点是实的，这些正是特 征值; U. 然后他得到特征解，即 
AU.+W, =0 (在内部）， 

认= 0 (在边界上). 

k \ 都是特征数(特征值），并确定相应特征解的频率. 

在物理上, Poinc ㈣的结 果有如下意义:（60)中的函数/可以 
想像为一个作用力.力学系统的自由振动是那样一些振动,在其中 
强迫振动退化并变为无穷.事实上 ，（60) 是一个振动系统的方程， 
这系统被振幅为/的周期力 激发； 而其特征解就是系统的自由振 
动，它一次激发后就无限地持续下去.这些自由振动的频 率与怂 
成比例，根据 Poincare 的方法计算出来，它们就是对应于强迫振 
动《变为无穷的 那些* yr 值. 

在这世纪末，从 Schwarz 1885年的基本论文开头的关于偏微 
分方程的初值问题和边值问题的系统理论，仍然是不成熟的.这个 
领域的工作于20世纪迅速地铺开了. 





第 29 章 


19世纪的常微分方程 


物理不仅仅给我们以解决问题的机会……而且还使我们预 
料到它的解. 


1.引 言 

常微分方程是18世纪在直接回答物理问题中兴起的.在着手 
处理更为复杂的物理现象，特别是在弦振动的研究中，数学家们得 
到了偏微分方程.在19世纪这两个课题的地位略有倒转.用变量 
分离法解偏微分方程的努力导致求解常微分方程的问题.此外，因 
为偏微分方程都是以各种不同的坐标系表出的，所以得到的常微 
分方程是陌生的,并且不能用封闭形式解出.数学家们便采用无穷 
级数解，今天叫做特殊函数或高级超越函数，以便与 sinor, e% 
log *r 这样的初等超越函数相区别. 

对于扩充了的常微分方程类做了许多研究以后，针对这种方 
程类型的某些深刻的理论研究展开了.这些理论研究也把19世纪 
的工作与18世纪的工作区别开来.像偏微分方程的情形一样，这 
新世纪的贡献是如此繁多，以至我们不能指望综观其所有的主要 
发展.我们的论题是这世纪内创作的一个样品. 


2. 级数解和特殊函数 

正如我们刚才已经说过的，为了求解应用变量分离法于偏微 





分方程后所得的常微分方程，数学家们没有过分忧虑解的存在性 
和解应具有的形式，而转向无穷级数的方法(第21章第6节).从 
变量分离得到的常微分方程中最重要的是 Bessel 方程 

(1) : r 2 / + x/ + (x 2 -«”，= 0 ， 

其中 n 是参数，可以是复的， x 也可以是复的.然而，对数学家兼哥 
尼斯堡 （Konigsberg) 天文台台长 Friedrich Wilhelm Bessel 
(1784 — 1846) 来说,;I与 x 都是实的.这个方程的特殊情形早在 
1703年就发现了, Jacob Bernoulli 在给 Leibniz 的一封信里作为 
特解就谈到了它，此后，在 Daniel Bernoulli 和 Euler 的更广博的 
著作中又谈到过(第21章第4、6节，第22章第3节).特殊情形还 
出现于 Fourier 和 Poisson 的著作中.对这个方程的解的最早的系 
统研究是由 Bessel 在研究行星运动时作出的①.对每个这方程 
有两个独立的解，今天记为 LU) 和 Y„(x), 分别叫作第一类和第 
二类 Bessel 函数. Bessel 自1816年开始，对这方程进行研究，首先 
(对整数 《) 给出积分关系式 

J.(x) = cos(nu — jrsin u)du 
(他写这为 K， 而他的 A 就是我们的 x). Bessel 还得到级数 

(2) J 'W=Fi€TTj 

X { 1 ~2 ! - 1 : <”+1)+2* -2! (i^l)(”+2) 

1818年 Bessel 证明了 ■)，(•■:)有无穷多个实零点.在1824年的论文 
中, Bessel 还(对整数 „) 给出递推公式 

•rJ 朴 i(x) — 2nJ n ( x ) - \- xJn - iix ) = 0, 

和别的许多牵涉到第一类 Bessel 函数的关系式.把 Bessel 函数 
J-U) 中的”和 o: 取值为复数，并使 (2) 保持为正确公式的推广是 



由几个 人® 作出来的. 

因为二阶方程应当有两个独立的解，所以很多数学家都去寻 
找它们.当《不是整数时，这第二个解是 J-.W. 对于整数《，第二 
个解是由 Carl. G. Neumarm® 找出来的.然而，今天最普遍采用 
的公式是 Hermann Hankel( 1839—1873) ③找到的，即 

[(i/2)z]~ n+2r (n — r—l)l 
m ^ x m\- H ， 

其中 y 是 Euler 常数. Neumaim ④还给出解析函数 /U) 的展开 
式，即 

/(z) = aoJo(z) +aiJi<z) +a 2 J 2 (2) + …， 

其中 a, 是可以确定的常数. 

许多数学家，通常是研究天体力学的数学家，独立地得到了 
Bessel 函数和成百个别的关系式以及这些函数的表达式.论述这 
些函数的庞杂文献中的一些思想可以从 G. N. Watson 的 《Bessel 
函数论 教程》 ⑤ (A Treatise on the Theory of Bessel FMm./?ons) 中 
得到. 

Legendre 多项式或单变量球函数和两个自变数的球面函数 
早已由 Legendre 和 Laplace 引进了（第22章第4节）. Legendre 
多项式满足 Legendre 微分方程 

(\ — x 2 )y r — 2xy r -\-n(n + l)y = 0. 

如我们所知，这个方程是对以球坐标表示的位势方程应用分离变 
量法而得 到的. 1833年，剑桥大学的一位校务委员 Robert Mur- 

①主要由 C. J. Lommel (1837-1899 ) 在他的 Studien iibtr die Bessefschen 



phy (死于 1843 年)写了一本教 科书: 《电、热和分子作用理论的基 
本原理》 （E/e/wewfarvy Principles of the Theories of Electricity , 
Heat and Molecular Actions ). 在书中，他收集了有关 Legendre 
多项式的一些老的结果，并得到了_些新的结果.因为大部分结果 
早已为人所知，所以我们不介绍 Murphy 著作的细节，只是 指出： 
它是系统性的著作，并且他证明了“任何”函数 /U), 通过逐项积 
分和正交性质(积分定理），可以按匕(1)展开. 

Heine® 在论述旋转椭球体外部的位势问题和同心旋转椭球 
面之间的壳体的位势问题时（第28章第5节）引进了第二类球面 
调和函数，通常记为 Q,U)， 这函数为 Legendre 方程提供了第二 
个独立解.像 Bessel 函数 -- 样， Legendre 函数已扩充到复的 w 和 
复的 a， 还得到了若干别的表示式以及它们之间的关系式 

特殊函数作为常微分方程的级数解而出现，它的研究由 
Gauss 在1812年关于超几何级数的一篇著名论文③加以推进.在 
这篇论文中, Gauss 没有用到微分方程 

工(1 -x)/+ |y- (a+^+ Dxly'-afiy = 0, 

但他在未发表的材料中确实用到了这方程 ®. 当然,这方程及其级 
数解 

(SJFU./J, y ix) = l+ ^i x+ -^±mi±Ai xl + … 

早已为人们熟知了，因为它们已由 Euler 研究过（第21章第6 
节). Gauss 认识到对于/?， y 的特殊值，这级数包括了几乎所有 
当时已知的初等函数和许多像 Bessel 函数、球函数那样的高级超 
越函数 • 除了证明这些级数的一些性质外, Gauss 还建立了著名的 


关 系式： 


f 以 y ； i ) = 忠工 (球 

他还建立了这级数的收敛性(参考第 40 章第 5 节).记号 F(a, 


y； x) 应归源于 Gauss. 

另一类特殊函数是由 Lame 引进的 ®. 在第28章第5节中，我 
们曾经指出 Lan^ 在研究椭球内稳态的热分布时，用椭球坐标/«>， 


A p 分离了 Uplace 方程.这个程序对这三个变量中的每一个都 


给出同一个常微方程，即 

(4) (〆 一A 2 )(〆一P) ^^+外2〆 一A 2 

+ ! (A 2 + 々 2 )/»- n(« + 1 )〆 I E(p) = 0, 

对"和 i/ 要用适当的变换代到 P 的位置上去.这里 A 2 和々 2 是坐标 
曲面族方程中的参数，而/>和《则是常数.这方程叫做 Lame 微分 
方程，它的解 E(|0) 叫做 Lame 函数或椭球调和函数.对于整数《， 


这些函数归属于下列四类 形式： 

eup) = ««/>-+«ir 2 + 


或者是这种多项式乘上或者乘上或者乘上 


和两个因子.对于《的给定值，这种函数（保证 
E(iO) 的某些性质)的个数是 2/1+1. 

Lame 方程的第二个解(从 E(|0) 的其他条件或性质得到)是 


FH ( P ) = ( 2n + \) EUP )\ < . ■ .… .-.. r . ，■: 

h /(〆 一 ¥)(〆 一 F)[EjT(/o)] 2 

这种函数叫做第二类 Um6 函数.这些都是由 Liouville ②和 Hei- 
ne ③引进的. 

微分方程 


① Jour. deMath. , 2,1837,147〜183;4,1839,126〜 163. 

② Jour. deMath., 10,1845,222-228. 

③ Jour, fur Math., 29.1845,185-208. 
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^4- (a — 2々 2 cos 27) 多= 0, (a — 2^ 2 cosh2f)^ = 0 

出现在 Mathieu 关于椭圆薄膜振动的工作中①，他们还出现于椭 
圆柱的位势问题中，那是把方程 + = 0用二维椭圆柱坐标 

表示，然后应用变量分离法而引起的.碰巧，这些椭圆坐标由方程 
x = Acosh 芒 cos 1， y = Asinh $sin ” 

与直角坐标相联系，其中 x =士 A，y = 0是在椭圆坐标系里同焦 
椭圆族和双曲线族中诸椭圆和双曲线的焦点.表达 Mathieu 方程 
的各种形式以及不同作者对解所取的许多记号是纷繁的，用两个 
微分方程中的任一个定义的函数叫作椭圆柱的 Heine 函数，现在 
叫作 Mathieu 函数. Mathieu 和 Heine 首先得到解的级数表达式. 
后来他们企图固定参数 心使得 一类解成为以 2it 为周期的周期 
解•寻求周期解的问题对物理应用是最重要的问题，在这整个世纪 
中都在努力研究这个问题.1883年② Gaston Floquet 发表了关于 
”阶线性微分方程(它的系数有同一周期 o0 的周期解的存在性及 
其性质的一篇完整的讨论.解的普遍性质已经确定之后，后来的作 
者集中很大注意力于发现找出解的实际方法的问题，但没有发现 
普遍的方法(参看第7节). 

广泛地研究过的一类特殊函数是 Heinrich Weber(1842 — 
1913) 在1868年引进 的③. Weber 对两抛物线围成的区域内积分 
+ = 0感到兴趣,所以他把直角坐标通过变换 

•r = 庐一妒，： y = 2 勿 

变到抛物线坐标(它是椭圆坐标的极限情形 ). 6=常数和7 =常 
数这两族曲线是抛物线族，一族中每一条与另一族中各曲线正 
交 .Weber 用变量分离法从简化后的波动方程导出的常微分方 

① Jour. deMath. , (2)• 13,1868,137〜 203. 

② Ann. del'EcoU Norm. Sup. , (2),12.1883,47-88. 

③ Math. Ann. , 1,1869,1 〜 36. 
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^-hU 2 e+a)E = 0, 

+ (k z if —a)H = 0. 

Weber 用定积分的形式给出了第二个方程的四个特解，这些解叫 
作抛物柱函数. Weber 还指出，在所有正交坐标系中，可对 △« + 
k 2 u = 0应用变量分离法的唯一情形是二阶同焦曲面或由之而得 
的特殊分支. 

特殊函数类要比我们这里所能摘述的远为繁多.上述类型和 
引入的许多其他类型足供在某有界区域内解微分方程之用，也可 
用于在这区域内表示任意函数(通常是偏微分方程问题的初始函 
数)之用.有界区域的限制是由于正交性质而施加的.在三角函数 
的基本情形中，这区域是（一; T, 7T), 因为，比如说， 

J sin mxsin nxdx = 0, m ^ n. 

在无穷区间或半无穷区间上解常微分方程的问题以及在这些区间 
上求得任意函数的展开式问题，在这世纪的后半期也为许多人研 
究过，像 Hermite 函数这样的特殊函数首先由 Hermite 在1864 
年①, Nikolai J. Sonine( 1849—1915) 在1880年②引入，把它作为 
解这个问题之用. 

为了使用这些特殊函数的所有类型，必须知道它们的性质，就 
像对初等函数的性质一样熟悉.还因为这些特殊函数更为复杂，所 
以其性质也同样复杂.原始论文和教科书中的文献几乎是难以置 
信地庞杂.对于 Bessel 函数、球函数、椭球函数 .Mathieu 函数以及 
其他类型的函数已经有了完整的专门论著. 

① Comp. Rend. , 58,1864,93 〜 100和266〜273 = (Euvres, 2,293-308. 

② Math. Ann., 16,1880,1-80. 



3. Sturm-Liouville 理论 

牵涉到数学物理中偏微分方程的问题,通常包含一些边界条 
件，如像振动的弦必须在端点固定这样的条件.当分离变量法应用 
于偏微分方程时，这方程就分解为两个或多个常微分方程，而加在 
所求解上的边界条件就变成一个常微分方程的边界条件.一般说 
来这常微分方程包含一个参数，事实上它是从变量分离的过程中 
得来的，而给参数陚以特殊值，通常可得到方程的解.这些值叫特 
征值或本征值，而相应于任一特征值的解叫特征函数.此外，为了 
适合起先的条件或原问题的条件，必须把给定的函数 /Cr) 用特征 
函数表出（例如看第28章的[〗]]). 

确定带边界条件的一个常微分方程的特征值和特征函数的问 
题，以及把给定的函数展为特征函数的无穷级数的问题(大约起自 
1750年〉，随着新坐标系的引入和新的函数类像 Bessel 函数、 Leg- 
endre 多项式、 Un^ 函数 .Mathieu 函数等作为常微分方程的特征 
函数而兴起，就变得更为突出了.巴黎大学理学院 (Sorbonne) 力学 
教授 Charles Sturm(1803—185 5 ) 和 Sturm 的朋友、法兰西学院的 
数学教授 Joseph Lio UV me(1809 — 1882), 这两人决定着手钻研任 
何二阶常微分方程的一般问题. Sturm 从1833年起就已经从事研 
究偏微分方程的问题•最初是从事变密度棒中热流问题的研究，所 
以他是完全知道特征值和特征函数的问题的. 

他应用于这个问题上的数学思想①是与他对代数方程的根的 
实性和分布的研究密切联系着的.他说，他关于微分方程的思想是 
从差分方程的研究并过渡到极限而得来的. 

Sturm 告诉 IJouville 他正在研究的问题后， Liouville 也研究 



起同一课题来了①.这两人的几篇论文中的结果是十分详尽 
的，可用近代的记号最方便地概述 如下： 他们考虑一般的二阶 


方程 

(5) + 脚= 0, 

其中 L，M，N 是I的连续函数， L 不为零， A 是参数.遍乘以 
％后，方程可以改成 


^[/ >(x) 裝] +A^>(x)：y = 0, p(x) > 0, P(x) > 0. 
原方程和变换后的方程所应满足的边界条件可以有一般形式 


h' ^ 0, h 2 > 0, a <.b. 


y ia) — hiy(a) = 0, 
y (b) + h z y(b) = 0, 

Sturm 和 Liouville 证明了下列基本 结果： 

(a) 仅当 A 取递增到 oo 的正数序列;的任一值时，这问题才 
有非零解. 

(b) 对每一 A„ ，解是一 函数％ 的倍数，而％可以用条件 


jfv 2 n dx = 1加以规范化. 

(c) 成立正交性质 j" pv m v„dx = 0, m 本 n. 


(d) 每个在区间 (《，6) 上二次可微的、满足边界条件的函数/ 
可以展为一致收敛的级数 


/(-r) = 

其中 c„ = ^pfv„U)djc. 

(e) 等式 

Jjo/ 2 dr = 

普遍成立.这最后的等式叫做 Parseval 等式.已由 Mare-Antoine 



ParsevaK? —1836) 在 1799 年①纯形式地对三角函数集证明过 
了.随之而来的是 Bessel 在1828年证明的②(还是关于三角级数 
的)不等式，即 

备 <£ \f(x) \ 2 dx. 

实在说， Stumi-Uouville 的结果并不是在所有方面都令人满 
意的. /(d 可以表为特征函数的无穷和的证明是不充分的.一个 
困难是关于特征函数集的完全性的事实，对(《， 6) 上的连续函数 
/Cr)， 这就是上面的条件 (e)， 粗糙地看，这意味着特征函数集大 
得足以表示“任何”函数 /U). 另外，虽然 LimivUle 用 Cauchy 和 
Dirichlet 发展的理论确实给出了某种情形下收敛到 
/(X) 的证明，但是级数;是在何种意义下收敛到 /u) 的 
问题，是逐点收敛、一致收敛还是在某种更一般意义下的收敛，还 
没有包括进去. 


4 .存在定理 

在19世纪的偏微分方程那一章，在同一标题下，我们已经说 
到，当数学家们发现求解特殊微分方程的问题越来越困难时，他们 
就转向这样的问题 :给定 一个微分方程，它对于给定的初始条件和 
边界条件是否有解？当然希望在常微分方程中也会出现同样的转 
变.存在性问题被忽视了这么长时间，部分原因是微分方程发生在 
物理问题和几何问题中，而在直觉上则很清楚，这些问题是有解的. 

Cauchy 是考虑微分方程解的存在性问题的第一个人，并成功 
地给出了两个方法.第一个方法可以应用于 



(6) y = f(x, y) t 

这是在 1820 年到 1830 年间某一时候创立的，综述在他的 《分 析练 
习> 中①. 

这方法的本质可以从 Euler 的著作 © 中找到，它利用了在积 
分作为和的极限中所包含的同样的想法. Cauchy 想证明有一个而 
且只有一个:V = / M 满足 (6) 式，并且适合给定的初始条件> = 
/(•To). 他分(: Cd ，JT) 为;I 部分 △J：。，Ax, , — , Ax，-, 并作 
yn-i = y f y, )Ajc f , 

其中 x , 是中: r 的任一值.然后定义 

«y” = > + : y,)△•!,• 

现在 Cauchy 证明当”趋于无穷时 ，: 收敛到一个唯一的函数 

y^yo +J: /(工， y)dx f 

并证明这个函数满足 (6) 式和初始条件. 

Cauchy 假定 /U, :V)和八在由区间 U。， x)m(yo, :V)所确 
定的矩形内部对 *r, ：y 的所有实值都是连续的.1876年 Rudolph 
Lipschit Z (1832 — 1903) 把这定理的假设减弱了③.他的基本条件 
是:存 在常数 K 使得对矩形 | 1一工 0 |< fl> 1<6内所有 

的 Cr, : Vi) 和 (:r， ： y 2 )( 即具有同一横坐标的任意两点），满足 
I /(^. yi)— /( 工，： y*) I < K(y t - y 2 ). 

这个条件叫 Lipschitz 条件，而这条存在性定理就叫做 Cauchy- 
Lipschitz 定理. 

Cauchy 的建立微分方程解的存在性的第二个方法，即控制函 
数或优势函数的方法，比他的第一个方法可有更广泛的应用， 
Cauchy 把它用到了复数域.这个方法表述于 1839--1842 年间 《报 




告》 上的一系列论文中①. Cauchy 把这方法叫做极限的计算 （cal- 
cul des limites), 因为他提供了下极限，在这些下极限范围内，已 
经建立了存在性的解保证收敛.这个方法为 Briot 和 Bouquet 所 
简化，这两个人的作法 © 已经成为标准的了. 

为了说明这方法，我们注意它是怎样应用于 
y = f ( jc , y ) 

的，其中/关于 x 和: y 是解析的.所要建立的定理这样说 :对于 
⑺ ^ = /U. y ), 

如果函数 fU, : y) 在& = ，: y») 的邻域内解析，那么微分方程 
有唯一解 y(x), 它在&的邻域内解析，而当1 = 1。时它 等于; y。. 
这解可以用级数 

(8) y—yn HnsICir - Xo Xo ) ! +||-( lo 

表示，其中:/是 (*r。 ， _y。） 处的 d；y/dr， 而: y〗， …的意义类似， 
其中的导数由原来微分方程经逐次微分来确定，: y 则作为I的函 
数来对待. 

证明的方法我们仅给一概要.首先利用这样的事实 ：因为 
/U， ： y> 在 Cr a ， ：V。）的邻域内解析，为了方便，我们取 （_r。， ：V。）为 
(0, 0), 于是有一个以 aro = 0为圆心、以 a 为半径的圆和一个以 
:V。=0为圆心、以6为半径的圆，使/(0：, : y) 在其中解析.于是对 
落在相应圆中的一切 or, ：y 的值， /U, : y) 有一个上界 M. 现在获 
得级数 (8) 的方法本身就保证它形式地满足 （7), 于是问题是要证 
明这级数收敛. 

为达到这目的，设立优势函数 




F(JT ，： y) = 2 A?〆 ， 

它是 

M 

⑼ FU ，； y) = (1 _ x/a) (i _- y >7j 

的展开式.然后证明 

(10) ^ = F ( x t Y ) 

的级数解，即 

(11) y = yk+y^ + & +…， 

逐项控制着级数 (8) .级数 （11) 是从 (10) 导出的，用的是由 （7) 导出 
(8) 的相同办法.所以如果级数 （11) 收敛，那么 （8) 也就收敛.为了 
证明 （11) 收敛，就用 (9) 中 F 的值明显地解出（10)，然后再证明解 
的级数展开必定是（11)，并且收敛. 

这方法本身确定不出关于: y 的级数的准确收敛半径,所以人 
们用大量的努力专致于证明这半径可以扩大.然而所有论文都没 
有给出全部收敛区域，所以没有多大实际的重要性. 

确立常微分方程解的存在性的第三个方法 (Cauchy 也许是知 
道的），首先是 Uouville 对一个二阶方程的情形发表出来的 O 这 
就是逐次逼近法，今天已把荣誉归于 Emile Picard， 因为他给出了 
这方法的普遍形式 ®. 对于实变量 x 和: y 的方程 
y = /(: ， y)> 

其中 fix 、 : y) 对 t ：y 解析，方程的解: y = J \ x ) 要通过点 U 0 , 
: Vo), 这方法是引进一串函数 

yiM = 3 »o +J /(t f y 0 )d/ t 



3^2( ^) = y » +£ f \ t , 3»i(0)di, 


ynM = y 0 +£ /(/, 3Vi ⑴） df. 

然后证明 >Cr) 趋于一极限 〆/), 它就是一个而且是唯一的—个 
满足常微分方程和 yUo) = ：y。 的 x 的连续函数.像今天通常所看 
到的,这方法须假定 /(x, : y) 满足 Lipschitz 条件.这方法已由 
Picard 在1893年的论文中用到二阶方程上去，并且还扩充到复的 
X， j 的情形. 

上述各种方法不仅已应用于高阶常微分方程，而且还应用于 
复变量的微分方 程组. 例如 Cauchy 就把他的第二类存在性定理 
推 广到” 个应变量的一阶常微分方程组.他还曾把这个极限计算 
方法推广到复域中的方 程组© Cauchy 的结果现叙述如下 ：给定 
方程组 

( 12 ) ^ = /“* 1 ，加，…， 3 Vm )， 袅= 0, 1, 2,…， n- 1, 

令/。， …， 是其变量的单演（单值解析）函数，并设它们可在 
初值 

工=芒，汍= 7o ， …，： yn = 

的邻域内用 工一每 ， yo — Vo ，…， h — Vn ~' 

的正整数幂 展开. 于是有在 X = $的邻域内收敛的 X — e 的”个幂 
级数，把它们代入 (12) 的: V。， …， ％-,时满足方程.这些幂级数是 
唯 一的. 它们给出方程组取初值的一个正则解.这个在普遍意义下 
的结果可以在 Cauchy 的 《关 于采用所谓极限计算的新计算法解 
微分方程组的 报告》 ②中找到•这样，这一思想对建立解的存在性 


① 关于一阶微分方程组的不同的存在性证明，诮看本章末尾书目中 p a inl ev6 的 
第二本参考书. 

② Comp. Rend. , 15,1842. 14 - 25 = CEkivres, (1).7,5~17. 



和在复平面上的一点邻域内求出这解来说，已是够满意的了 •在同 
—年 （1842) 里, Weierstrass 曾得到同样的结果，但直到1894年才 
于全集上 发表叭 


S . 奇点理论 

19世纪中期,常微分方程的研究走上了一个新的历程.存在 
定理和 Sturm-LiouviUe 理论都预先假设在考虑解的区域内，微分 
方程包含解析函数或至少包含连续函数.另一方面，某些已经考虑 
过的微分方程，如像 Besse! 方程、 Legendre 方程、超几何方程，当 
把它们表示得使二阶导数的系数为1时,它们就有奇异的系数，在 
奇异点的邻域内级数解的形式是特别的，尤其是第二个解.所以数 
学家们便转而研究奇点邻域内的解，也就是一个或多个系数在其 
上奇异的那种点的邻域内的解.一个点，所有系数在其上至少连续 
而通常是解析的,就叫作常点. 

在奇点邻域内的解可以用级数得出，关于级数的适当形式的 
知识必须在计算它之前就 掌握. 这知识只能从微分方程得到.这个 
新问题由 Lazarus Fuchs(I8 33 — 1 9 02)在1866年的一篇论文（见 
下面)中描述 :“在 科学的现状下，微分方程的理论问题，不像从 
微分方程本身推演出它的积分在全平面各点即复变量的所有值 
上的性态那样，那么多地把给定微分方程归结为求积分问题 . ” 
对于这个问题， Gauss 关于超几何级数的工作指明了道路.先导 
者是 Riemann 和 Fuchs， 后者是 Weierstrass 的学生和他在柏林的 
继承者.这方面研究得到的理论叫做线性微分方程的 Fuchs 
理论 • 

在这个新领域中，人们的注意力集中于形为 
(13) + …+ p n ( z)y = 0 



的线性微分方程，其中 AU) 除在孤立奇点外是复变数 z 的单值 
解析函数.这个方程之所以受到注意,是因为它的解包括所有初等 
函数甚至某些高等函数，例如我们以后将要谈到的模函数和自守 
函数. 

在考虑奇点上和奇点邻域内的解之前，我们指出一个基本定 
理，它是由 Fuchs 直接证明的①，虽然 Fuchs 自认得益于 Weier- 
strass 的讲演，但这定理确是从 Cauchy 关于常微分方程组的存在 
性定理推导出来的.如果系数 A ，… ，九 在点《及其某一邻域内 
解析，并且如果在 z = a 给出了: y 和: y 的头《 — 1阶导数的任意初 
值,那么:V就有以 z 表示的形如 
(14) y ( z ) = 2 ^ y lr ) ( a)(z — a) r 

的唯一的幂级数解. Fuchs 给 Cauchy 的结果增添的 是：这 级数在 
以 a 为中心、 AU) 在其中解析的任何圆内绝对并一致收敛.从此 
推得这解仅能在系数为奇异的地方具有奇异性. 

奇点邻域内的解的研究是由 Briot 和 Bouquet 起始的®.因为 
他们关于一阶线性方程的结果很快就得到了推广，所以我们将考 
虑更为普遍一些的论述. 

为了知道解在奇点邻域内的性态， Riemarm 提出了一条非凡 
的 途径. 虽然在 （13) 中假定 A(z) 除了在孤立奇点外是单值解析 
函数，解乂 U) 除了可能在奇点外都是解析的，但在 Z 值的整个区 
域内一般说来并不是单值的.假定有一个基本解系 ， = 

2,…， ”） ，即上面定理中指明类型的”个独立解.那么通解就是 
>» = Ci3»i ■+■ c 2 y 2 H - h c ” y „， 

其中 c, 是常数. 

如果现在我们探索一下一个解析的: y, 沿着一条含有奇点的 



闭路径的性态，那么虽然: y, 仍保持为微分方程的解，但它的值要 
变到同一函数的另一分支上去.因为任何解都是《个特解的线性 
组合，所以改变了的: V,, 不妨记为: y/, 仍是: y, 的线性组合.这样，我 


们得到 

y\ = cn^i + 

… + c Xn y „, 

(15) 

yz = c 2 iyi 4 - 

…+ c Zn y n , 


y f n = + 

… +C m y n . 


这就是说，当每个:V,沿包含奇点的一条闭路径运动时，:V,％ 
就经受一定的线性变换.对于绕每一奇点或绕多个奇点组合的任 
一闭路径，就会出现这样一个变换.这些变换的集合形成一个 
群①，按 Hermite 取的名词②，这个群叫作微分方程的单值群. 

Riemaim 求得奇点邻域内解的特征的途径见于他在1857年 
的论文《对可用 Gauss 级数 F(a, /?, 7 , >r) 表示的函数的理论的补 
充》，如 Gauss 所知，超几何微分方程有三个奇点0, 1, oo .这时 
Riemann 对复的: r 证明 了:为 得到二阶微分方程的特解在奇点附 
近的性态的一些结论，不必知道微分方程本身，而只需知道当自变 
量沿着围绕三个奇点的诸闭路径变动时，两个独立解是怎样变动 
的.这就是说，对于每个奇点，我们必须知道变换 

y\ = + ci 2 y 2 , yz = Ctiyi +c 22< y 2 . 

这样， Riemann 处理用微分方程定义的函数的思想就是 :从关 
于单值群的知识导出这些函数的性质.他的1857年的论文处理了 
超几何微分方程，但是他的计划是讨论带代数系数的; z 阶线性微 
分 方程. Riemann 在1857年写的一个没有发表的片断，直到1876 


①在 Riemann 那个时代,群的代数氰念已经知道了，在本书第31章中将要介绍 
这一点.然而，这里需要知道的 是：两 个相继交换的作用仍是集里的一个变换，每个变 




年才见之于他的全集中①，在这片断里 Riemann 考虑了比有三个 
奇点的二阶方程更为普遍的方程.因此他假定有《个函数，除了在 
某些任意指定的点(奇点）上之外，是一致、有限和连续的，并且当 
z 绕这种点走一闭回路时经受一个任意指定的线性替换.然后他 
证明这种函数系要满足一个 n 阶线性微分方程，但是他没有证明 
这些分支点（奇点)和这些替换可以任意选择.他的这工作在此处 
是不完全的，留下了叫做 Riemann 问题的未解决问 题:在 复平面 
上给定 m 个点〜，•••，〜，每点结合一个形如 (15) 的线性变换，在 
关于这些奇点的单值群的性态的基本假定的基础上（以这些性质 
不是已经确定为限），要证明 ：满足 一个以为奇点(支点）的71阶 
线性微分方程的函数类:V,,…，％就确定了，并使得当2绕《，点 
的闭路径走一周后，这些: V. 就经受一个与 a, 联系着的线性变换. 

以 Riemann 1857年关于超几何方程的论文为指导， Fuchs 把 
奇点的工作做得更深入了.从1865年开始② Fuchs 和他的学生着 
手研究”阶微分方程，而 Riemann 已发表的还只是关于 Gauss 超 
几何微分方程 问题. Fuchs 没有沿着 Riemann 的途径走，而直接研 
究微分 方程. Fuchs 不但把线性微分方程，而且把微分方程的整个 
理论普遍地移植到复函数论的领域. 

Fuchs 在上面提到的论文内给出了他关于常微分方程的主要 
工作. 他从以 x 的有理函数为系数 的;* 阶线性微分方程出发，通过 
仔细地考察形式上满足这方程的级数的收敛性，他发现方程的奇 
点是固定的，即不依赖于积分常数，而且可以在积出之前就找到， 
因为它们就是微分方程的系数的极点. 

接着他证明，当自变量2描出围绕奇点的一个回路时，基本解 
系就经受一个常系数的线性变换.从解的这个性态他导出了在围 



绕这点并伸展到邻近奇点的圆形区域内正确的解的表达式.这样， 
他就建立除在某些点的邻域外都是一致、有限且连续的；I个函数 
的函数系的存在性，并且当变量2：走过绕这些点的闭回路时，这函 
数系就经受一个常系数的线性替换. 

然后, Fuchs 考虑 :形如 （13) 的微分方程必须具有什么性质， 
才能使其解在奇点 z = a 处具有 形状： 

(z — aY [^ 0 + 炎 ilog(2 —a) + …+先1。#(2 — a)] ， 

这里 s 是某个(可以进一步指明的)常数，禾是在 z = a 的邻域内单 
值的函数，可能有有限阶极点.他的答案 是：一 个充要条件为 
PAz ) = ( z - a )- r P ( z ), 其中 P(z〉 在 z 怎 a 及其邻域内是解析 
的.这样，九有一阶极点，等等.这样的点 a 叫做正则奇点 
(Fuchs. 叫它为决定性的点). 

Fuchs 还研究过一类形如 （13) 但较为特殊的方程.这种类型 
的齐次线性方程，当它在扩充了的复平面(包括无穷远点 oo) 上在 
最坏的情况下只有正则奇点时，就称为是 Fuchs 型方程.在这种情 
形下 ,A(*) 必须是 z 的有理 函数. 例如，超几何方程在2 = 0, 1， 
〜处就有正则奇点. 

但是对微分方程在给定点的邻域内的积分的研究不一定给出 
积分本身.这种研究已作为探讨完全积分的出发点.由于 Fuchs 作 
了大量研究，所以数学家们已经成功地扩大了能明显积分的线性 
常微分方程类.以前仅是常系 数的” 阶线性方程和 Legendre 方程 
(or + 6)" 替 + A(ar + 6 广 1 

+ … +L(ax-\-b) ^ = 0 

可以积分，后者要用到变换 or +6 = 新的方程中可以积分的是 
那样的方程，其积分都是 Z 的一致性(单值)函数.通过微分方程的 
奇点的研究，人们认识到那些积分都具有这个性质.这样得到的一 



般积分通常是新的函数. 

除了特殊类型微分方程的各种积分的普遍结果外，对于在 Z 
=a 点处有正则奇点的方程，它的解还有利用级数的途径.如果原 
点是这样的点，那么方程必定有形式 

z"^ + ^P l (z) …+ hM 餐 + P” （ z)w = 0, 

其中 P.U) 在 * = 0及其邻域内解析.在这种情形下，人们可以得 
到 n 个基本解，用关于 Z = 0处的级数形式表示，并证明对2：值的 
某些范围这级数收敛.这级数有形式 



而对每个解沪与(\是可以确定的.这结果属于 Georg Frobenius 
(1849 — 1917) ①. 

19世纪的后半期仍在研究 Riemann 问题，但没有成功，直到 
1905年②， Hilbert 和 Oliver D. Kellogg( 1878—1932) ③，借助于 
当时已发展了的积分方程理论才第一次给出完全解.他们证明了 
产生单值群的变换可以任意地预先指定. 


6.自守函数 

线性微分方程的理论尔后为 Poincart 和 Felix Klein 所追研. 
他们引进的课题叫做自守 (automorphic) 函数，它不但对其他各种 
应用是重要的，而且在微分方程理论中也扮演着主要的角色. 
Henri Poin Car 6(1854 — 1912) 是巴黎大学理学院 （Sorbonne) 




的一位 教授. 他的著作几乎与 Euler 和 Cauchy 一样多，包罗了数 
学和数学物理的广泛领域.我们没有机会讨论他的物理研究，其中 
包括: 毛细管引力,弹性学，位势理论，流体力学，热的传播，电学， 
光学，电磁理论，相对论，而尤为突出的是天体力学. p 0 i ncar 6 对他 
研究的每个问题都深刻洞察，并揭示出其本质.他敏锐地集中于一 
个问题，并细致地考 察它. 他还深深信赖于对一个问题的每个方面 
作定性的研究. 

自守函数是圆函数、双曲函数、椭圆函数以及初等分析中其他 
函数的推广.函数 sin z, 当 Z 换为 Z + 2m7t 时，函数值不变，这里 m 
是任何整数.也可以说，当 z 受到群〆= z + 2;mr 的任何变换时， 
函数 sin 2的值是不变的•双曲函数 sinh z， 当2：受到群〆= 2T + 
2 nmi 中的任何变换时其值不变.椭圆函数在群〆= z + mco-hmV 
的变换下，其值保持不变，这里 W 与 o/ 是这函数的周期.所有这 
些群都是不连续的（这术语是 Poincare 引进的），就是说，在群的 
变换下，任何一点的所有变式的数目在任何有界区域内都是有 
限的. 

自守函数的名称今天已用于包括那些在变换群 



或这个群的某些子群作用下不变的函数，其中6, C , d 可以是 
实数或复数，而以一反= 1. 此外，在复平面的任何有限部分上， 
这群必须是不连续的. 

研究得最早的自守函数是椭圆模函数，这些函数在模群或它 
的某些子群的作用下是不变的,所谓模群就是 （16) 的那样一个子 
群，其中 a, 6, c, c / 是实整数且 = 这些椭圆模函数是从 
椭圆函数导出的.我们这里不再继续讨论它们，因为它们与微分方 
程的基本理论无关. 

更一般的自守函数是为研究二阶线性微分方程 



(17) 0 + /., g + /.,7 = 0, 

而引进的，其中 灼 和*最初是 z 的有理 函数. 一个特殊情形是有 
0, 1， oo 三个奇点的超几何方程 

Riemann 在他的 1858-1859 年关于超几何级数的讲义里和 
1867年关于极小曲面的一篇遗著中，和 Schwarz® 独立地各自确 
立了下面所说的理论.令免和％是方程 (17) 的任两个特解.于是 
所有解可以表为 

7 = rnyjx + ”7 2 . 

当=绕奇点的一条闭路径走过一圈时 A 和％变成 
7i = a7j + 672, 4- c/7z , 

而令 z 绕所有奇点的诸闭路径旅游时，就得到这种线性变换的整 
个群，它就是这微分方程的单值群. 

现令？= 当2绕闭路径走一圈时，这 个商？ 就变为 

( 19 ) 卜货 

从 (17) 我们发现？满足微分方程 

(20) P - t(^) = 2p2 — ~ p，1, 

如果把 (18) 中的特殊函数取作 (17) 中的九和外，便得到 
,。，、^ 3 f ^\ 2 _ 1-A 2 . 1—〆 A 2 +^ 2 - i / 2 -1 

(21) -~ 27 - + 2 ir ^ r -一 zro - z ) - * 

其中 A 2 = 1 — T 2 , 〆= (y—a— ^) 2 , f = ( a—fiy 而 A, /<， v 取 
正数 (<*， 汄^是实 的). 变换类 (19) 就是微分方程 (21) 的单值群. 
接着 Riemann 和 Schwarz 证明了，当 A, v 是实数时，方程 



(21) 的每个特解都是一个从上半2平面(图 29. 1) 到？平面 
上的以圆弧为边、以 Ait，Pn, wtc 为角的曲线三角形的保角变换. 



图 29.1 


在区域由三圆弧围成的情形下,如果这三角形的角满足一定 
条件，则 CU) 的反函数就是一个自守函数 z == ^(C), 它的整 
个存在区域是半平面或圆.在？经线性变换 （19) 的群中的元素变 
换后，这函数保持不变，而变换 (19) 把上述那种形状的任一曲线三 
角形变到另一曲线三 角形. 给定的“圆边”三角形是这个群的基本 
区域.在这变换群的作用下，这个区域变成类似的三角形,它们的 
和覆盖了半平面或圆.这圆边三角形是椭圆函数情形里的平行四 
边形的类似物. 

PoincaK 和 Klein 的工作从这个基点继续前进.1880年以前， 
Klein 在自守函数方面做了一些基本的工作.后来在 1881-1882 
年期间与 Poincare 合作. Poincare 在受 Fuchs 上述工作的吸引而 
注意这事后，对这课题也已作了先行的 工作. 1884年 Poincad 在 
《数学学报》 的前五卷中发表了关于自守函数的五篇重要论文.当 
这组论文的第一篇在 （数学学报》 的第一卷上发表时， Kronecker 
瞀告编辑 Mittag Leffier 说，这篇不成熟和隐晦的论文会把这期 
刊扼杀掉. 

以椭圆函数理论为指导， PoincaK 发明了一类新的自守函 
数®.这类自守函数是考虑了方程 




的两个线性无关解的商的反函数而得到的，其中 w 与 Z 由多项式 
方程 Hw， : r)=0 相连，而 P 与 Q 都是有理函数.这是 Fuchs 型自 
守函数类，由在圆（叫做基本圆）内一致(单值)全纯函数组成，这圆 
在形如 


的线性变换类作用下是不变的，其中 a, 6, d 是实数且 arf-fc 
=1. 这些使圆和其内部不变的变换形成一个群，叫做 Fuchs 群. 
Schwarz 函数奴？）是 Fuchs 型函数的最简单的例子.这样， 
PoincaM 就证明了比椭圆模函数更为普遍的自守函数类的存 
在性 

PoincaK 关于自守函数的构造（在1882年的第二篇论文里） 
是根据他的0级数作出的.设群 (22) 的变换是 



令 A， …为2在群中的各种变换下的象.令 HU) 是一个有理 
函数(撇开其他不重要的条件).于是 Poincare 6 级数就是函数 


(24) 6(z) = ^(ciZ+dty^Hizi), m > 1. 

可以证明 <9(%) = (c;:+ 沁" (:)• 现在令 (9, ( 2 )与灸 U) 是具有 
同 一m 的两个0级数.这些级数不仅是单值函数而且是整函数. 
因此 


(25) = 

是群 (23) 的一个自守函数.按照这群是属于 Fuchs 群还是 Klein 
群， PoincaM 把级数 (24) 叫做屮 Fuchs 级数或屮 Klein 级数 （Klein 



群马上就要讲到). 

Fuchs 型函数有两 类：一 类存在于整个平面上，另一类只存 
在于基本圆的内部.如我们在上面所见， Fuchs 型函数的反函数 
是代数系数的二阶线性微分方程的两个积分的比.这种方程， 
Poincart 称之为 Fuchs 型方程，可以用 Fuchs 型函数的方法积分 
出来. 

后来, Poincare ①把变换群 (22) 扩充到复系数的情形，并考虑 
了这种群的几种类型, Poinca 技把这种群叫做 Klein 群.这里我们 
必须满意地注意到，如果一个群在本质上是非有限的或非 Fuchs 
型的，但当然具有 (22) 的形状，并且在复平面的任何部分上是不连 
续的，那么这群便是 Klein m. 对这些 Klein 群， Poincare 得到了新 
的自守函数，即在 Klein 群变换下不变的函数， Poincare 把它叫做 
Klein 函数.这些函数有类似于 Fuchs 型函数的 性质； 然而，这些 
新函数的基本区域比圆要复杂.顺便说说, Klein 考虑了 Fuchs 型 
函数，但 Lazarus Fuchs 倒没有考虑过. Klein 因此向 Pioncar6 提 
过 抗议. Poincar6 的回答是把自己紧接着发现的一类自守函数叫 
作 Klein 函数，因为这些函数是某些人默默注意到的，从来都没有 
被 Klein 考虑过. 

后来， Poinca 沒指出如何借助于 Klein 函数表示仅有正则奇 
点的代数系数的”阶线性方程的积分.这样,整个这类线性微分方 
程都可以用 Poincare 的这些新的超越函数来解了. 


7. Hill 在线性方程周期解方面的工作 

当自守函数的理论还正处在创立的阶段时，天文学方面的工 
作激起了对一个二阶常微分方程的兴趣，它比 Mathieu 方程更为 



普遍一些.因为 n 体问题不可能明显地解出，只有复杂的级数解才 
可用，于是数学家们转而去挑选周期解. 

周期解的重要性来源于行星或卫星轨道的稳定性问题.假如 
一个行星略微离开其轨道，并给它一个小的速度，那么行星是围绕 
其轨道振动而过了一定时间后也许又回到轨道呢，还是从此就离 
开轨道呢？在前一种情形下，轨道是稳定的，而在后一种情形下， 
轨道是不稳定的.这样，行星的原始运行或运行中的任何不规则性 
是否周期的问题乃是极其重要的问题. 

如我们知道的（第21章第7节）， Lagrange 在三体问题中已 
找到了特殊的周期解.到第一个美国大数学家 George William 
Hill(1838 — 1914) 研究月球理论之前一直没有找到三体问题新的 
周期解.1877年, Hill 私人出版了关于月球近地点运动的一篇具 
有卓越创见性的论文他在《美国数学杂志>®上又发表了一篇关 
于月球运动的很重要的论文.他的工作创立了周期系数的线性齐 
次微分方程的数学理论. 

Hill (在1877年的论文中）第一个基本思想是对月球运动的 
诸微分方程确定一个近似于实际观察到的运动的周期解.于是他 
对这个周期解变差写出方程，这使他得到一个带周期系数的四阶 
线性微分方程组.知道了某些积分后，他便能把这个四阶方程组化 
简为单独一个二阶线性微分方程 
(26) ^ + = 

外 Z) 是以 w 为周期的偶函数.把外 /) 展开为 Fourier 级数， Hill 方 
程的形式就可以写成 

(27) + x(q 0 + 2q { cos 2t-h2q 2 cos At + ...) = 0. 



Hill 令？ = 〆， g- = & ，并且写 (27) 为 

(28) + = o. 

然后他令 



其中# 与卜待定.把: T 的这个值代入(28)，并令？的每个幂的系 
数为0,他得到二重无穷线性方程组 


•••[—2]ft_2 —q x b-x —q 2 bo — q 3 b\ 一 q*b 2 - =0, 

••一 qib-2 + [— l]6-i — q\b 。 一 q z b\ — q 3 b 2 -- 0, 

— Qzb-2 — q\b~ x + [0]6 0 — qib 、一 q 2 b 2 -=0 ， 

— q^b-z — q 2 b-i — qib 0 + [ 1 ]^ — — …= 0 ， 

— q*b- 2 —936-1 —q 2 b 0 —q'bi +[2]6 2 -=0 ， 


其中 

[>]= (M^2j) 2 -q 0 . 

Hill 令未知量&的系数行列式等于 0. 他首先确定 P 的无穷多个 
解的性质并给出确定 P 的明显公式.然后，利用 P 的这些值，他对 
无穷多个的无穷齐次线性方程组解出6,与6。的比值 .Hill 确 
实证明了二阶微分方程有周期解，因而证明了月球近地点的运动 
是周期性的. 

在 Poincare 证明了 Hill 这种做法的收敛性，因而使无穷行列 
式和无穷线性方程组的理论有了根据之前①， Hill 的工作是一直 
受人嘲笑的 .Poinca 技对 HU1 的成就的注意和完善，使 Hill 和有 
关课题著名了. 





8. 非线性微分方 程：定 性理论 

在 Hill 工作的刺激下, Poincad 为支配行星运动以及行星和 
卫星轨道稳定性的微分方程的周期解的研究开辟了一条新的途 
径.因为有关的方程是非线性的，所以 Poincare 就从事于这类方 
程的研究.非线性常微分方程实际上在一些课题的开创期就出现 
了，例如在 Riccati 方程(第21章第4节）中，在摆动方程中，在变 
分法的 Euler 方程(第24章第2节)中.解非线性方程还没有找出 
普遍的方法. 

由于运动方程，即使是三体的运动方程都不可能用已知函数 
明显地解出，所以稳定性问题就不可能通过考察解的性态而得到 
解决.于是 Poincare 寻找通过考察微分方程本身就可以回答问题 
的方法.他把自己所创立的这个理论叫做微分方程的定性理论.这 
理论表述在四篇本质上是同一标题的论文 《关 于由微分方程确定 
的曲线的报告》（ Memoire sur les courbes definies par une 
Equation diff6rentielle)®M. 用他自己的话说，他要寻求解答的问 
题是: “动点是否描出一闭曲线？它是否永远逗留在平面某一部分 
的内部？换句话说，并且用天文学的话来说，我们要问轨道是稳定 
的还是不稳定的?” 

Poincare 从形为 



的非线性方程出发(其中 P，Q 对 o:， ： y 是解析的），选择这个形式 
的部分原因是由于行星运动的某些问题，部分原因是由于它是 
Poincart 心目中开始研究的类型中最简单的数学类型 .（29) 的解 




有 f ( x t y ) = 0 的形式，而这方程就说是定义一个轨道系统.代替 
fOc ， y ) ~ 0,可以考虑参数形式 J： = x ( t) f y = y ( t ). 

在分析方程 (29) 的所有可能有的解的类型时， PoincaK 发现 
微分方程的奇点(使 P 与 Q 同时为0的点)起着关键性作用.这些 
奇点在 Fuchs 意义下是不确定的或是不规则的.这里， PoincaK 继 
续 Brim 和 Bouquet (第5节)的早期工作，但使自己限于实值并宁 
可研究整个解的性质，而不只研究在奇点邻域内解的性质.他把奇 
点区分为四类，并阐述了解在这些点附近的性态. 

第一类奇点是焦点，即图 29. 2中的原点， 当/从 一oo 变向 
时，解环绕原点盘旋并趋向于原点.这种类型的解被看成是稳 
定的. 第二类奇点是鞍点.它是图 29. 3中的原点，轨道趋近于这个 
点然后又离开它.两条分角线是轨道的渐近线.这种运动是不稳定 
的.第三类奇点叫结点，是无穷多个解相交叉的点.第四类奇点叫 
中心，有若干闭轨道围绕着它，一个闭轨道包含着另一个，并且都 
包含着中心. 



明 29. 2 



图 29. 3 


在许多结果中, PoincaM 发现可能有一些闭曲线不与任何满 
足微分方程的曲线组相接触.他把这些闭曲线叫做无接触环 .一 
条满足微分方程的曲线与这环的交点不能多于一个.因而，如果 





它跨过这环，则它就不可能再次跨过这环.如果这种曲线是一行 
星的轨迹，那么它就表示不稳定 
的运动. 

除了无接触环外，还有一种 
Poincad 称之为极限环的闭曲 
线.它们是满足这微分方程的闭 
曲线，而且其他解渐近地趋向于 
它们，也就是永远达不到极限 
环.这种趋向可以是从极限环 C 
之外，也可以是从极限环 C 之内 
(图 29. 4) .对某些 （29) 型的微分 
方程, Poinc ㈣确定了其极限环和它们的存在区域.在极限环的情 
形下，轨道曲线趋向于一条周期曲线，所以运动仍然是稳定的.然 
而，如果运动方向是离开极限环的，那么在极限环外面的运动是不 
稳定的，而在环内的运动则是一条收缩螺线. 

PoincaM 在他关于这课题的第三篇论文中，研究了高次的和 
具有形状 F(x, y, y f ) =0(其中尸是1，：^，：/的多项式)的一阶 
方程.为了研究这些方程，把 *r, ;y， ：/看作三直角坐标，并考虑由 
微分方程定义的 曲面. 如果这曲面有亏格 0( 球的形状），那么积分 
曲线有与一次微分方程情形相同的性质.对于其他亏格，关于积 
分曲线的结果可以很不 相同. 例如，对于一个环管就有许多新的 
情形发生 .Poincar 6 没有完成这个研究.在 （1886 年的）第四篇论 
文里，他研究了二阶方程，并得到了某些类似于一阶方程所具有 
的结果. 

Poincah 在继续进行关于微分方程 （29) 解的类型的工作同 
时，又考虑了一种针对天文学中三体问题的更普遍的理论.在一 
篇得奖的论文 （论三 体问题和动力学方程>①中，他考虑了微分 




8. 非线性微分方 程:定 性理论 


方程组 

(30) 智=X•(:，…，：.，芦)， *• = 1，2， 

他用小参数 P 的幂展 开；^ ，并假定这方程组对^ = 0有一个已知 
的以了为周期的周期解 

Xi = ^i(t ) , i = 1, 2, ••• , n. 

他企图找方程组的当 ；《 == o 时归化为表 (0 的周期解.对三体问 
题，周期解的存在性已由 HH1 发现，而 PioncaM 则利用 了这一 
事实. 

在这里考虑 PoiiicaM 工作的细节是太专门化了.他首先推广 
了 Cauchy 关于常微分方程组的解的较早的工作，其中 Cauchy 已 
用了他的极限计算.然后， Poincai^ 证明了他所要寻找的周期解的 
存在性，并把他所学得的知识应用于三体问题周期解的研究，其中 
两个物体的质量(不是太阳的质量)都是很小的.于是，经假定这两 
个小质量物体围绕太阳在同一平面的两个同心圆上运动后，便得 
到这样 的解. 如果假定在^ = 0时轨道都是椭圆，并且它们的周期 
是可公度的，便可以得到其他的解.利用这些解，并利用他对方程 
组所建立的理论，他便得到其他的周期解.总结起来，他证明了有 
无穷多个初始位置和初始速度使得三星体相互间的距离是时间的 
周期函数(这样的解也叫作周期解). 

Poincad 在1890年的这篇论文中引用了关于方程组 (30) 的 
周期解和殆周期解的许多别的结论，其中包含有这种方程组的从 
前不知道的一类新的解这样非常卓越的发现.他把这些解叫作渐 
近解•共有两类.在第一类中，当 〖趋 于一00或 ； 趋于 +CO 时，这解 
渐近地趋于周期解.第二类解由二重渐近解组成，也就是当£趋于 
一 OO 和 + CO 时，这种解趋于一 •周期解.这种二重渐近解有无穷多 
个•在1890年的这篇论文中所有的结果以及许多其他结果也可以 




在 Poincar^ 的《天体力学的新方法》 （ jLwM ^/ Ao 心 s nouvelles de la 
mecanique celeste ) ①中找到. 

PoiiicaK 关于太阳系稳定性问题的工作仅仅是部分地成功 
了.稳定性仍然是一个未解决的问题.事实上，月球轨道是不是稳 
定的问题也是 这样; 今天大多数科学家认为它是不稳定的. 

(29) 的解的稳定性可以用所谓特征方程的方法来分析，所谓 
特征方程就是 

(31) 1 0*(^0, yo) - A Px(jr 0 , y 0 ) I _ ^ 

I Qy(-T0f y 0 ) PyUof 3^o) -A| ， 

其中 (x。， : V。)是 (29) 的一个奇点.按照杰出的俄罗斯数学家 Ale> 
xander Liapounoff<1857 —1«8)的一个定理，在 （jc。，；y。） 的邻域 
内稳定性依赖于这个特征方程的根 ®. 可能情形的分析是细致的， 
并包括着比上面讨论的 Poincar4 的工作更多的类型. Liapounoff 
关于稳定性问题的工作一直继续到这世纪的早期.据 Liapounoff 
说，基本结果是当且仅当方程 (31) 关于 n 的根都有负实部时，方程 
的所有解才是稳定的. 

非线性方程的定性研究被 Poincare 引进的拓扑论证法（在 
(数 学杂志>上四篇论文的第一篇中）所推进.为了描述奇点的性 
质，他引进了指数的 概念. 考虑一奇点尸。和围绕它的一条简单闭 
曲线 C. 在 C 与方程 



的解的每个交点上，有轨道的一个方向角，我们用 (S 表示,这个角 
可以取从0到 2 K 弧度间的任何值.如果一个点依反时针方向沿 C 
移动(图 29. 5)，则角#将要 变化； 而且当点 C 走完—圈以后 j 将 
有值 2 jtJ ， 其中/是一个整数或 0( 因为轨道的方向角已经转回到 


;1892年最初在俄国发表. 



图 29.5 

原来的值了）.量7就是曲线的指数.可以证明 ：包含 几个奇点的闭 
曲线的指数是它们的指数的代数和.闭轨道的指数是+ 1,反之 
亦然 • 

轨道的性质可以由特征方程确定，因此 ，一 条曲线的指数 J 应 
当仅仅知道微分方程就能确定了.可以证明 

其中积分路径是闭曲线 C. 

PoincaK 之后，关于形为 （32) 的方程的解的最有意义的工作 
是属于 Ivar Bendixson(1861 — 1935) 的.他的主要结果①之一是提 
供一个准则，据以可证明在某区域内没有闭轨道存在.若 D 是 
acyajr + aivay 在其中同号的一个区域，则方程 (32) 在 D 中没有 
周期解. 

在 Bendixson 1901年的论文里，有现在以 Poincar6 和 Bendixson 
命名的定理，它提供了 (32) 存在一个周期解的一个肯定判断准则. 
如果 P 与 Q 在 一oo<：t, : y<oo 内有定义并且是正则的，又如果当 
/趋于时，解 o:(i)， : y(i〉 永远保持在 (x, : y) 平面的有界区域内且不 
趋于奇点，那么这微分方程至少存在一条闭的解曲线. 

PoincaK 创始的非线性方程的研究已在各个方面加宽变广 



了.这里要提一下在〗9世纪开始的又一个论题. Fuchs 研究过的 
线性微分方程的奇点都是固定的，而且事实上是被这微分方程的 
系数所确定了的.在非线性方程的情形下，奇点可能随初始条件而 
变动,因而称为可去奇点.例如方程:/ + ：y 2 = 0有一般解: y = 
l/U-c), 其中(:是任意的.在解中，奇点的位置依赖于 c 的值.可 
去奇点的现象是由 Fuchs ①发现的.可去奇点的研究和具有或不 
具有这种奇点的二阶非线性方程的研究被许多人做过，特别是被 
Paul Painl e v6(1863 — 1933) 研究过.一个有趣的特征是对许多形 
如/ = /(x, y f ) 的二阶方程类，它们的解需要新的超越函数 
类，现在叫做 Painleve 超越函数®. 

对于非线性方程的兴趣在20世纪已经变得浓烈了.它的应用 
已从天文学转移到通信、服务机构、自动控制系统和电子学.它的 
研究也已从定性阶段转移到定量研究的阶段了. 




第 30 章 


19世纪的变分法 


虽然不允许我们看透自然羿本质的秘密，从而认识现象的 
真实原因，但仍可能发生这样的 情形: 一定的虚构假设足以 
解释许多现象. 


1.引 言 

我们已经看到，变分法主要是由 Euki ■和 Lagrange 在18世 
纪确立的.除各类数学和物理问题外，对它的研究有一个主导的动 
力，即最小作用原理，它在 Maupertuis , Euler 和 Lagrange f 中已 
成了数学物理的主导原理 • 19世纪的人们继续做着最小作用方面 
的工作，而19世纪前半期对变分法最大的剌激就来自这方面.在 
物理方面，其兴趣来自力学特别是天文学的问题. 


2. 数学物理和变分法 

Lagrange 用其最小作用原理对动力学规律的成功描述，启示 
着这概念应该可以应用到物理学的其他分支上去. Lagrange 对流 
体动力学给出了极小原理（适用于可压缩的和不可压缩的流 
体)①，他由此导出了关于流体动力学的 Euler 方程（第22章第8 
节），而且他确实自夸说，极小原理主宰了这个领域，就像它主宰 
着质点运动和刚体运动那样.在19世纪早期，许多弹性问题也为 



Poisson, Sophie Germain, Cauchy 和其他一些人用变分法解决. 
弹性问题的工作还使这课题保持经常的活跃，但在这个领域内或 
在 Gauss 的著名力学贡献——“最小约束原理” （The Principle of 
LeastCcmstraim) ①中，并没有主要的变分学的新数学概念引人 
注目. 

第一个值得注意的新论点归于 Poisson. 利用 Lagrange 的广 
义坐标, Poisson 直接追随 Lagrange 的两遍论文,并且从 Lagrange 
方程(第24章第5节） 

出发②.这里用广义坐标表示的动能了是27= 2^- V是 
势能，而 T, V与/无关.他令 T —V. 当依赖于 9,而不 
依赖于时，就有 


< 2 > H 

从而他可以把运动方程改写成 


(3) 

他还引进 

(4) 

因此从 (3) 他得到 


Kit) 一 I 


3L = 3T 

在一石， 



这些 A 是动量的分量，而 9. 是位置的直角坐标.方程 (5) 是走上 
我们将要考察的方向上的一步. 

最小作用原理，在叙述上的巨大改变是由 William R. Hamil¬ 
ton 作出的，这一改变对变分法、常微分方程和偏微分方程都是重 




要的. Hamilton 是经光学到动力学的.他在光学上的目的是要用 
Lagrange 处理力学那样的方式形成一种演绎的数学结构. 

Hamilton 也是从最小作用原理出发，并要推演出一些新的原 
理•然而他对这种原理的态度与 Maupertuis , Euler, Lagrange 是 
有深刻区别的•在《都柏林大学评论》 （DaWin University Review ) 
上发表的一篇论文①中他 说:“ 但是虽然最小作用原理已如此立足 
于物理学最高级定理之林，然而在宇宙经济的基地上看，当时人们 
普遍拒绝把它作为宇宙规律的主张，对此，拒绝恰恰在于其他理 
由，事实上伪装节约的数量都常常浪费地消耗着.”因为在某些自 
然现象，甚至于最简单的现象里，作用是极大化了的，所以 Hamil¬ 
ton 宁愿把它说成稳定作用原理. 

Hamilton 在1824到1832年间的一系列论文里建立了他的 
光学的数学理论，尔后把他在那里引入的概念移植到力学中去.他 
写了两篇基本论文其中第二篇更为著名.在那里他引进作用积 
分，即动能与位能的差对时间的积分 
(6) S = |^' ，2 (T-V)d/. 

虽然量 T - V 是由 Poisson 的，但却叫做 Lagrange 函数 • P, 

代表 d 4 … W 而 P 2 代表9 产 ，忒>，…，#〉.现在 Hamilton 
推广 Euler 与 Lagrange 的原理，允许有不受限制的比较路径，只 
是沿这些路径的运动必须在时间^从 A 开始，在时间到达 
p 2. 同时能量守恒定律不必成立，而在 Euler-Lagrange 原理中，能 
量守恒定律是预先假定的，因而，一物体历经比较途径中任一条所 
需的时间不同于历经真实途径所费的时间. 

Hamilton 最小作用原理断言，真实运动是使作用稳定的运 
动. 对于保守系统，即在力的分量可从仅是位置的函数的位能导出 




的场合， T+V = 常数，所以: r-V= 2T— 常数，从而 Hamilton 
原理化归到 Lagrange 原理. 但如已经指出的， Hamilton 原理对非 
保守系统也是成立的.还有，位能V可以是时间的函数，甚至还是 
速度的函数，即在广义坐标中， V = V (仍 ，… ，办，仏，… ，心， f). 

如果令 T — V = L, 我们把作用积分 (6) 写为 
(7) S = q m t t ) At . 

附以 条件: 所有比^函数在 A 和 G 都必须有同一给定值，于 
是，问题就是要在真实的使积分稳定的条件下来确定 …为^的 
函数.表示 S 的一级变分为0的条件的 Euler 方程变成齐次二阶 
常微分方程组，即 


⑻ 眾-去(象)=。，* = 1 ， 2 ,…， n ， 

而这些方程要在内是可解的.虽然 L 现在是一个不同 
的函数，但这些方程仍叫做 Lagrange 运动方程.坐标系的选择是 
任意的，通常是用 Lagrange 广义坐标,这是变分原理的基本优点. 
现在引进(看 (4)) 


于是方程 (8) 变成 


虽然引进 A 作为一组新的自变量是 Poisson 首先做的，但是仍归 
功于 Hamilton. 现在我们有了一组对称的微分方程 


3 L . 3 L 


这是2” 个关于 和九 的一阶微分方程组.然而这些 就 是#. 


Hamilton 在他的第二篇 （1835 年）论文中，简化了这个方程 
组.他引进一个新的函数定义为 



(10) H ( pi , q it t ) =— L4- 

这个函数在物理上就是总能量，因为这可以证明是等于 2T. 
从 L 到 H 的变换叫做 Legendre 变换，因为 Legendre 曾把它用在 
他的常微分方程研究中是/>,， 9< ， Z 的函数，而 L= T — V 是 
* 的函数，这是因为 a = #,所以我们可以解出并代 
到 h 中去. 

利用 (10) ，可以证明运动的微分方程 (9) 具有形式 

(11) 々， = 證， A = -鬻， *•= 1，2, 

在应用于物理问题中时，函数 H 假定是已 知的. 这些方程是 2n 个 
一阶常微分方程的方程组，有 2n 个应变量 A 和 a ,它们都是^的 
函数，而 Lagrange 方程 （1) 是仏⑴的; i 个二阶常微分方程的方程 
组. 后来 Jacobi 把 Hamilton 方程称为典型微分 方程. 它们是积分 

S = L *. ( T ~ V)At = | Ld/ = Jf2A9. - W(/>, , q if t)}dt 
的变分方程 (Eulei •方程).这组方程出现在 Lagrange 1809年的一 
篇研究力学系统机动理论的论文中.然而， Lagrange 没有看出这 
些方程与运动方程的基本联系，而 Cauchy 在1831年的一篇未发 
表的论文中则看出来了. Hamilton 在1835年把这些方程作为他 
的力学研究的基础. 

为了运用 Hamilton 的运动方程，常常可能采用合适的 p 和 g 
坐标系来表示//，使得可以从方程组 (11) 解出/»,•与作为£的函 
数.特别地，如果能选取坐标使得 H 只依 赖于九 ，那么这方程组就 
是可解的. 

Jacobi 在1837年的一篇论文①中以及在1842年和1843年关 


① 


Jour, fur Math. , 17 , 1837 , 97 — 162 = Ces. Werke , 4 , 57 — 127 . 



于动力学的讲演里(•这讲演1866年刊于经典著作 《动 力学 讲义》 
(Vorlesungen iiber Dynamik ) 中）都指出，人们可以把 Hamilton 
的程序反转过来.在 Hamilton 的理论中，如果知道作用 S 或 
Hamilton 函数 H， 就可以作出 2n 个典型微分方程并可试图解出 
这方程组 Jacobi 的思想是图谋找出坐标 P, 和 Q, 以使 H 尽可能 
简单，因而微分方程 (11) 能易于积分.特别地，他找到一个变换 

(12) Q> =Q,(A, 9., 0, 

Pj = P,(Pi* 9ir t$i 

使得 ( 2 - H(p,, q iy f))df = 0 

经变换 （12) 变到 1 

— 0) 出 = 0 ， 

从而 Hamilton 程变成 

( 13 ) >■=-§• 

其中 K(P, , Q ( , 0 是新的 Hamilton 算子.这一途径导致 

K = H(P,U) + 罢 (Q-U )， 

其中 U 是新的函数，叫做变换的母函数 .Jacobi 选取 iC = 0,从而 
由 (13) 得到 

Q. = 0, P. = 0, 

也就是说 a , p , 是常数.此外，有 

(14) H + 哿= 0, 

并可证明 A = |^. 

考虑到 H 中的变量，就可 ^(14) 得到 

(15 〉 H(|^ ， 9.’ ')+ 罢 (Q.U) = 0. 

因为4 = 0, q , = ai , 所以这方程是关于 m 具自变量 g. 


和0的 




一阶方程.作这样的改变后，方程 （15) 便是关于的 Hamilton； 
Jacobi 偏微分方程.如果这个方程可以解出一个完全的即包^ 
«个任意常数的解，那么这解将有形式 

^(a\ , a 2 , -• , a„, q it q 2 , •••, q mt t). 

现在从 Jacobi 变换理论有这样一个 事实： 

p ' 一證. 

并且因为九= 0,有 p, = A 是常数.所以从代数方程 


解出9,这些解 

= fi(ai , a 2 , …， a” ， A ， 爲， A, t) f t *= 1, 2, —, n 
是 Hamilton 典型方程的解.这样, Jacobi 便证明了经过解偏微分 
方程(〗5)就可以解出方程组 （11). Jacobi 本人就对许多力学问题 
找出了真正解 a 

Hamilton 的工作是提供一个普遍原理(可以从它导出各种力 
学问题的运动 定律) 的一系列努力的顶峰，它鼓舞人们努力在其他 
数学物理分支，如弹性学、电磁理论、相对论、量子理论中求得相似 
的变分 原理. 已经导出的原理，即使是 Hamilton 原理，都不必是 
解特殊问题的更实际途径•虽然科学家们不再推断说极大极小原 
理的存在是上帝的智慧和效能的证据了，但是这种广泛的公式的 
吸引力，毋宁说是在于哲学和美学的兴趣. 

从数学史的角度看， Hamilton 和 Jacobi 的工作是有意义的， 
因为它不仅推动了变分法的进一步研究，而且也推动了常微分方 
程组和一阶偏微分方程组的进一步研究. 


3. 变分法本身的数学扩充 

我们记得，即使在最简单的情形，要把积分 
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(16) 7 = J /(x, y, y)Ax 

极小化或极大化, Euler 和 Legendre 的结果也只提供了必要条件 
(第24章).在 Legendre 的工作以后大约50年的期间内，数学家 
们进一步探索了一阶和二阶变分,但没有得到决定性的结果.1837 
年①， Jacobi 发现了如何强化 Legendre 条件使它可以提供充分条 
件.在这方面，他的主要发现是共轭点的概念.我们先来解释一下 
这是什么意思. 

考虑满足 Euler (特征)方程的 曲线; 这种曲线叫极值曲线.对 
于变分学的基本问题，通过给定点 A, 存在一族单参数极值曲线. 
现在假定 A 是我们寻求极大或极小曲线的两端点之一.给了任一 
极值曲线，当其他极值曲线越来越接近这极值曲线时，其他极值曲 
线的交点的极限就是这极值曲线上 A 的共 轭点. 表达这概念的另 
一方法是，我们有一族曲线，这族曲线可能有一包络.任一极值曲 
线与这族曲线的包络的接触点就是这极值曲线上与 A 共轭的点. 
于是 Jacobi 条件就是 :如果 : y(x) 是原来问题中端点 A 和 B 之间 
的一条极值曲线,那么在 A， jB 间的极值 曲线: y(x) 上必定没有共 
轭点，或甚至于连 B 本身也不是. 

这在具体问题中究竟是什么意思，可以从一个例子看出来.可 
以证明，从 A 点以相同速度 v 但以不同的倾角发射的炮弹7其所 
有轨线的抛物路径(图 30.1) 是使作用积分 

fl/ di 

极小化或极大化的问题的极值 曲线. 把 A, B 两点之间的作用极 
小化 的问® ，—般确实有两个解，即抛物线 AA"B 与抛物线 
ABA'. 还有，通过 A 点的抛物线族有一包络，它在 A 〃和 A' 点与两 
抛物线相切触•在 AA-B 上的共轭点是 A", 在 ABA' 上的共轭点是 

① Jour, fkrMath. , 17 . 1837 , 68 ~ 82 - Grs. Wrrk,,i,39~SS. 
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A'. 按照 Jacobi 条件，极值曲线不能提供一个极大或极小， 
但极值曲线 ABA' 可以提供. 

Jacobi 重新考虑了二级变分沪 J (第24章第4节).如果以: y 
+衫(尤）代替 Lagrange 的: y + 办，又如果 a 与6是 A 与 B 的横坐 
标，那么 

(17) = ^\t i f yy +2tt ， f yy ' +t ， 2 f yV )dx. 

Jacobi 证明了 

其中《是 Jacobi 辅助方程 

⑽ {’》— 去’於’卜一去 = 0 

的解,其中偏导数是沿联结两端点 A 与 B 的一条极值曲线计值 
的.现在 《Cr) 被要求通过 A 点.于是在通过 A 和 B 的极值曲线 
: yU) 上，使 《U) 取零值的所有点都是这极值曲线上共轭于 A 的 
点. 如果 u = ^ Ul +爲《 2 是辅助方程 （18) 的通解，那么可以证明 
Ui(x) _ Uj (a) 
u z {x) ^ u 2 (a) 

是所有与 A 共轭的点的横坐标的方程，其中 a 是点 A 的横坐标. 

Jacobi 还指出，不必去解辅助方程.因为在随便什么情况下， 
总要解 Euler 方程 ，设; y = y(x, c,,c t ) 是这方程的通解,即极值 
曲线族.那么可以取为而叫可取为 




Jacobi 从他关于共轭点的研究引出两条结论.第 一是： 如果沿 
从 A 到 B 的极值曲线有一个共轭于 A 的点，那么极大或极小便 
是不可能的.在这一结论上， Jacobi 基本上是正确的. Jacobi 根据 
他关于共轭点的考虑还作出结论说，一条在 A 与 B 之间取得极值 
的曲线 (Euler 方程的解），如果沿这曲线 / y y 〉0并且在 A 与 J3 
间(或在 B 点上)不存在共轭点，那么这极值曲线便给出原积分的 
一个极小.他断言，对于 / y/ <0,相应的命题对极大成立.实际 
上，我们马上就会看到，这些充分条件是不正确的.在这篇1807年 
的论文中, Jacobi 叙述了结果并给出了证明的简单指示.正确命题 
的完全证明由后继的研究者补出来了. 

Jacobi 的结果除了对极大化或极小化函数的存在性有特殊价 
值外，他的工作使人们清楚地看到，变分学的进展不能以通常微积 
分的极大和极小理论为指导. 

把 Jacobi 的两条结论当作正确的接受下来有35年之久.在这 
时期内关于这课题的论文在陈述方面是不确切的，在证明方面是 
有问题的.问题没有严明简洁地陈述，因而造成各种错误.后来， 
Weierstrass 从事于变分学的研究工作.他的资料表述于1872年 
在柏林的讲义里，但是他本人没有发表出来，像 Weierstrass 在其 
他领域里的工作那样，他的思想引起了新的兴趣，在这课题内激起 
了更大的动力，并锐化了思维. 

Weierstrass 的第一个论点 是:迄 今为止所建立的极大或极小 

判别准则- Euler 的、 Legendre 的、 Jacobi 的-都是有局限 

的，因为假设中的极大或极小曲线: y(x) 是与别的曲线 y( X ) + 

相比较的,在这里实际上是假定以(X)和 YU) 两者，或 U- 
grange 所说的办和办/两者，沿 x 域从 A 到 B 都是很小的.也就 
是说，: V(x) 是与其他有限制的曲线类相比较的，并且在满足这三 
个判别准则的条件下，它确实比这些比较曲线中任何别的—条要 
好. Adolf Kn eser (1862 — 1930) 把这种变分叫做弱变分.然而为了 



找出真正极小化或极大化积分•/的曲线，人们必须把它与所有其 
他联结 A 与 B 的曲线相比较，在这些比较曲线中，包括着那些在 
距离上越益接近极大曲线时，其导数可能不趋近极大(或极小）曲 
线的导数的比较曲线.例如比较曲线在沿 x 域从 A 到 B 途中可能 
在一处或多处有尖角（图 30. 2). Weierstrass 想像中的比较曲线就 
是 Knesei ■所说的强变分. 



图 30. 2 m 30.3 


Weierstrass 在1879年确实证明了弱变分的三个条件 ：曲线 
是极值曲线 (Euler 方程的解），沿极值曲线 /, v > 0,任何与 A 共 
轭的点必定位于 B 点之外，这三个条件确实是极值曲线给出积分 
J —个极小值(对极大值是 / y y < 0 ) 的充分条件. 

然后， Weierstrass 考虑了强变分.对这些变分，首先引进了第 
四个必要条件.他引进一个新的函数，定义为 
(19> E(x, y, y y p ) = /(x, y, p ) - f(x f y t y) 

- y)f y {x, y t y), 

叫做 £： 函数，或过剩函数.他的结果是，: yU) 提供一个极小值的第 
四个必要条件 是:对 每个有限值？，沿极值曲线: yU) 上有 EU，：y, 
y \ P )>0. 对极小值是 £<0. 

后来 (1879 年) Weierstrass 把他的注意力转向允许强变分时 
极大值(或极小值)的充分条件.为了简明地陈述他的充分条件，有 
必要引进 Weierstrass 关于场的 概念. 考虑极值曲线的任一单参数 
族:V =少 U，y) (图 30. 3>，其中包括联结 A 与 B 的特殊极值曲 
线，不妨说它是 7= 7 o 的那一条.关于这族极值曲线，除了 



少 Cr, y) 的连续性和可微性的某些细节外，本质性的事实是:在过 
A 和 B 的极值曲线附近的一个区域内，极值曲线族中有一条且仅 
有一条通过这区域内的任何一点 (X, : y). 满足这个本质性条件的 
极值曲线族就叫做场. 

给了一个环绕联 A 和 B 的极值曲线 C。 的一个场(图 30. 4), 


如果在 x = a 和: c = 6间的任何点 
(•r， ： y) 上以及这个场所覆盖的区域 
内有 E ( x t y t p ( x ， : y), 多）> 0,其 
中 P (工， :V)表示通过(: t, : y) 的极值曲 
线在(X，： y) 处的斜率，？是任一有限 
值，那么相对于这场内联结 A 和 B 的 '' 图 30 . 4 
任何其他 C 来说, C。 使得积分 J 极小化.（对极大值来说，要 E 
<0.〉 


1900年 Hilbert ①提出了他的不变积分理论，这个理论大大 
简化了充分性的证明. Hilbert 提出了一个问 题:是 否可能确定函 
数 PU, :V),使得积分 


(20> I = \ f ( x f y t p ) — (y — />)//(or, y , p)}dx 
在 (A : V) 的区& 中与积分路径无关？他发现，如果 p(:c， ： yr) 是这 
样确定的话,那么微分方程 


== pUf y) 


的解是一个场的极值 曲线. 反之，如果 p ( x t :V)是场 F 的斜率函 
数，则在 F 中 J 与路径无关•从这个定理出发， Hilbert 导出了 
Weierstrass 关于强变分的充分性条件. 



Mon Newsom 翻译的英译本.这个材料是1900年 Hilbert 的著名论文（数学 问*〉 



4. 变分法中的有关问题 

我们对变分法历史的说明主要集中于积分 
•/ = y， y)dx. 

还提到过一些其他问题，如等周问题、单个变量几个函数的问题 
(例如在最小作用原理中出现的问题），以及重积分的情形，这个情 
形 Lagrange 首先论述过，而且在极小曲面问题中就出现过（第24 
章第4节).有许多种与变分法有关的问题，诸如以参数表示: c = 
x ⑴和: y = y(t ) 来处理的极小化或极大化曲线一 Weierstrass 
详尽地讨论了这个问题一以友主要在动力学中的一些问题，其 
中出现在被积函数中的变量受一些辅助方程的限制，这些辅助方 
程称为约束.最后这类问题多少也与等周问题有关,因为在等周问 
题中也规定了一个辅助条件，即规定了围出最大面积的曲线的长度 
(虽然在等周问题中辅助条件是以表示曲线长度的积分这种形式出 
现的）,而在动力约束的情形，一个或一组约束条件的形式是包含自 
变量和应变量甚至包含应变量的微分的方程.还有一个早就讨论过 
的重要问题叫做 Dirichlet 问题(第28章第4节和第8节). 

我们将不去追溯这些问题的详细历史，因为尽管这些问题是 
有意义的而且到如今已经做了相当多的工作，但是没有一个数学 
发展的重要特征是出自这些问题的.也许值得提一下的是极小曲 
面的课题，这个问题要求解方程 

(14 - 9* )r — 2pqs + (1 4 1 p l )t ^1, 

从 1817 年 Ampere 的一篇论文以后,直到比利时物理学家 Joseph 
Plateau( 1801—1883) 在1873年写的一本书 《遵从 单一分子模型 
的流体静力学实验与理论》扣 a/e theorique 
des liquides soumis aux seules formes moUculaires ) 为也， 关于极 
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小曲面问题的研究一直是不活跃的. Joseph Plateau 在他的书中 
指出，如果人们把具有闭曲线形状的金属丝浸到甘油溶液(或肥皂 
水)中，然后把金属丝取出来,那么具有最小面积的曲面形状的肥 
皂薄膜就张成金厲丝边界.于是，为了研究由一条空间闭曲线所围 
的极小曲面问题，数学家们接受了一种新的剌激.因为边界曲线或 
曲线组可以非常复杂，极小曲面问题真正的显式解析解也许是不 
可能得到的.这个问题现在被称为 Plateau 问题，导致关于至少是 
解的存在性证明的研究，由此可以导出解的某些性质. 




第 31 章 


Galois 理论 


最有价值9科学书籍是作者在书中明白地指出了他所不明 
白的东西的那些书.遗憾地，这还很少被人们所 认识; 作者 
由于掩盖难点，大多害了他的读者. 


1.引 言 

求解多项式方程,这个代数的基本问题，继续占据着19世纪 
前期代数舞台的中心.这期间，哪些方程可用代数运算求解，这个 
重要问题由 Galois 明确而透彻地回答了.然而，他不仅创立了代 
数理论的头等意义的表达清楚的主体，而且引进了新概念，这些新 
概念被发展成其他有广泛应用的代数理论.特别地，在他和 Abel 
的著作中出现了群和域的概念. 


2.二项方程 

我们已经讨论过（第25章第2节） Euler，Vandermonde, La¬ 
grange 和 Ruffini 为了代数地求解四次以上的方程和二项方程 
/一 1 = 0所作的无效的 努力. 一个重要的成就是由 Gauss 完成 
的.在他的(算术研究》 ® 的最后一节, Gauss 考察了方程 
(1) 分一1=0, 




这里/ » 是素数①.这个方程通常称为分圆方程或对圆进行分割的 
方程.上面的术语参考了下述事 实：由 de Moivre 定理，这个方程 
的根是 

(2) x* = cosk^ + \ & \nk^ t k = l t 2 t p t 

而这些复数 x* 当几何地作出图像时就是单位圆上的正 p 边形的 
顶点. 

Gauss 证明了，这个方程的根可用一个方程序列 

(3) Z x = 0,厶= 0,… 

的根有理地表示出来，这些方程的系数是这序列中前面的方程的 
根的有理 函数. （3〉中方程的次数正好是/> 一 1的素因子.对每个 
因子，即使是重复的因子，有一个 Z,. 而每个乙= 0都能用根式解 
出，于是方程 (1) 也能同样解出. 

这个结果对于代数地求解一般的《次方程的问题当然具有重 
要的意义，它表明了某些高次方程能用根式解出，例如，设5是 
夕一 1的一个因子，则有一个五次方程，或设7是/» — 1的一个因 
子, 则有一 个七次方程能用根式解出. 

这结果对作正/>边形的几何问题也具有重要性.如 p — 1没 
有异于2的因子，则正 p 边形可用直尺和圆规作出，因为 (3) 中每 
个方程的次数都是2,而它的每个根都可通过它的系数作出.这样 
我们就能够作出边数为素数/>而/> 一 1是2的方幂的全部正多边 
形.这样的素数是3, 5, 17, 257, 65537,….换个说法，如 p 是 
2 2 * + 1形式的素数②，正 P 边形就能 作出. Gauss 评论说 
(Art. 365), 虽然3, 5, 15边的正多边形以及从它们直接得出的 
那些一如2”，2” • 3, 2” • 5, 2” • 15( 这里是正整数）的正多 


① P 素数的情况满足 f — 1=0 的需要.因为若 n = /i9, 令 y = ，而〆一1 = 
0是可解的,因此/ =常数 • 当 9 是素数时可解，如7不是素数,可按分解”的相同方 
式来分解 9. 

② 在形为浐+ 1的素数中, /* —定是 2* 的形状•但 2** + 1不一定是索数. 


边形的几何作图在 Euclid 时期就已知道了，但在2000年的期间 
里，没有发现新的可作图的正多边形，而且几何学家们曾一致声称 
没有别的正多边形能够作得出来. 

Gauss 料想到他的结果可能导致寻找新的可作图的边数为素 
数的正多边形的种种努力.于是他警 告说: “每当 P-1 包含2以外 
的素数因子，我们就得到高次方程，就是说，如3是 p — 1的一次或 
多次因子，就得到一个或多个三次方程.如/*一1能被5除尽，就得 
到一个五次方程，等等.而且我们能完全严密地证明这种高次方程 
不能避免或不能使得它们依赖于低次 方程； 虽然这项工作的限制 
不允许我们在这里给出证明，但我们还是认为注意这个事实是必 
要的，这是为了使人们除了由我们的理论所给出的那些多边形以 
外不要去寻找别的（边数为素数的）多边形的作图，例如7, 11, 
13, 19边的多边形，白白耗费他的时间 

然后, Gauss 考虑任何”边多边形 （Art. 366) 并且断言，一个 
正”边形是可作图的，当且仅当” = 2 l p'pn 这里 A, 
P，-， …， P” 是形为2^+1的不同素数，而/是任意正整数或0.这个 
条件的充分性确实容易从 Gauss 关于边数为素数的多边形的工作 
得出，但是必要性却一点也不显然，并且没有被 Gauss 证明①. 

从1796年起, Gauss 就对正多边形的作图发生兴趣，那时他 
就构思17边形可以作图的第一个 证明. 关于这个发现有一段值得 
重述的 故事. 这个作图问题早已是著名的问题了.一天, Gauss 带 
着这个多边形可作图的证明到格丁根大学他的教授 A. G. 
Kastner 那儿去， KSstner 不相信，并企图赶走 Gauss, 很像今天的 
大学教师们赶走三等分角的人一样. Kastner 不愿花时间检査 
Gauss 的证明，并想从中寻找假定上的错误，他告诉 Gauss ， 这个 



Gauss 条件是必要的这个事实首先是由 Pierre L. Wantzel (I8I 4 —1848) 所证明，见 



作图法是不重要的，因为实际的作图法是熟知的.当然 Khtner 知 
道实际的或近似的作图法的存在是与理论问题不相干的 .Gauss 
为了使 ia Stner 对他的作图法感兴趣，就指出他曾经解出了一个 
17次的代数方程. Kastner 回答说这是不可能的.但 Gauss 答辩 
说,他把这个问题化简成解一个低次的方程. Kastner 嘲 笑说： 
“噢，好，我已经这样做了.”因 Kktner 也炫耀过他自己的诗集， 
Gauss 后来就用赞美 Kktner 是数学家中最好的诗人和诗人中最 
好的数学家的话作为回敬. 


3. Abel 关于用根式解方程的工作 

Abel 读了 Lagrange 和 Gauss 关于方程论的著作，当他还是 
中学学生时，就按 Gauss 对二项方程的处理方法着手探讨高次方 
程可解性的问题.起初， Abel 以为他已经解决了用根式解一般的 
五次方程的问题，但是很快就认识到他的错误，后来，他就试图证 
明这样一个解答是不可能的 （1824 — 1826) .首先他成功地证明了 
下述 定理: 可用根式求解的方程的根能以这样的形式给出，出现在 
根的表达式中的每个根式都可表成方程的根和某些单位根的有理 
函数.然后 Abel 用这个定理证明了①高于四次的一般方程用根式 
求解的不可能性. 

由于不知道 Ruffini 的工作（第25章第2节）， Abel 的证明是 
迂回而又不必要地复杂.他的文章在函数分类中还有一个错误，幸 
亏这个错误对论证不是本质性的.后来他发表了两个更精心的证 
明.一个简单、直接而又严密的证明是1879年由 Kronecker 根据 
Abel 的思想作出的 ©. 



这样，高于四次的一般方程的求解问题由 Abe 〖解决了.他还 
考虑了一些特殊的方程.他做了①分割双纽线的问题(解 x • — 1 = 
0等价于分一个圆成 n 个等弧的问题），并且得出一类代数方程， 
现在叫 Abel 方程，它们是能用根式求解的.分圆方程 （1) 是 Abel 
方程的一例.更一般地说，如果一个方程的全部根都是其中一个根 
的有理函数，就是说，若全部根为 x,, 0 2 ( Xl ) ，…， 

氐-, (A) ，其中次是有理函数，这样的方程就称为 Abel 方程.还有 
条 件:对 a, 芦的从1到 》—1 的全部值，氏(办 U)> = e fi ( Mx 、)). 

在最后的这一工作中，他引进了两个概念(虽然没有术语），即 
域和在给定域中不可约的多项式.同后来 Galois —样，他所说的 
数域是指这样的数集，这个数集中的任何两个数的和、差、积、商 
(除去用零作除数外)仍在集合中.例如有理数、实数和复数都形成 
域.一个多项式称为在一个域中（通常它的系数属于此域)是可约 
的，如果它能表成低次的，系数在此域中的两个多项式的乘积.如 
果这个多项式不能这样表出，就称为不可约的. 

Abel 然后着手探讨刻画能用根式求解的全部方程的特性的 
问题，并在1829年他临死以前，把一些结果通知了 Crelle 和 
Legendre. 


4. Galois 的可解性理论 

在 Abel 的工作之后，情况是这样 :虽然 高于四次的一般方程 
不能用根式求解，但仍有很多特殊的方程，如二项方程 = a(p 
为素数)和 Abel 方程都可用根式求解.现在的任务是确定哪些方 
程可用根式求解.刚刚由 Abel 开始的这个任务由 Evariste Galois 
(1811 — 1832) 担当起来了 •由于出身富裕并有受过教育的双亲，他 
在15岁时就进入巴黎的一所有名的公立中学，并开始研究数学. 



这个学科成了他的爱好，他仔细研究了 Lagrange,Gauss,Cauchy 
和 Abel 的著作，别的学科他都忽视了. Galois 曾想进多科工艺学 
校，但可能由于在考场上口头回答问题失误，或考试的教授不了解 
他，两次尝试都遭落选，因此他进了预备学校(这个名字是对正规 
学校讲的，那时是一所低等的学校).1830年革命时，革命把 
Charles X从王位上赶走，而任命了 Louis Philippe. Galois 公开批 
评他那所学校的学监对革命不支持而被开除.他两次因为政治罪 
而被捕，在狱中度过了他的半生和最后一年的大部分时间，并在 
1832年5月31日的一次决斗中被杀了. 

在学校的第一年， Galois 发表了四篇 文章. 1829年，他把解方 
程的两篇文章呈送科学院.这些文章被托给了 Cauchy, 他把它们 
遗 失了. 1830年1月，他交给科学院另外一篇仔细写成的关于他 
的研究的 文章. 该文送到 Fourier 那里，之后不久 Fourier 就死了， 
因而这篇文章也被遗失了.在 Poisson 提议下， Galois 就他的研究 
写了 （1831) —篇新文章<：关于用根式解方程的可解性 条件》 ①.这 
篇文章是他在方程的解的理论方面仅有的一篇完成了的文章，被 
Poisson 作为难以理解而退回，并劝告他应写一份较详尽的阐述. 
在 Galois 死的前夜，他为他的研究起草了一份匆忙写成的说明， 
托给了他的朋友 August Cheralier. 这个说明被保存下来了. 

1846年， Liouville 在 《数学杂志》 ②上编辑出版了 Galois 的部 
分文章，其中包括 18S1 年文章的一个修订.后来 Serret 的1866年 
的《高等代数教程》 （Co“rs d’algkbre ) 第三版对 Galois 

的思想作了一个叙述.对 Galois 理论第一个全面而清楚的介绍是 
Camille Jordan 于1870年在他的书《置换和代数方程专论》 
{Traitedes substitutions et des equations a/g 祕 r/gaes) 中给出的. 

Galois 是通过改进 Lagrange 的思想去探讨可用根式求解的 



方程的特性问题的，虽然他也从 Legendre,Gauss,Abel 的著作中 
得到一些启发.他提出考虑一般方程，这当然就是 

(4) x"+AX-" 1 + … 十〜尤 + “，= 0. 

同 Lagrange 的著作中一样，其中的系数必须是独立的或完全任意 
的.他还提出考虑特殊的方程，如 

(5) x* + px 2 +9 = 0, 

其中仅有两个系数是独立的. Galois 的主要思想是要绕开构造这 
给定多项式的 Lagrange 预解式（第25章第2节），这种构造需要 
很高的技巧并且没有明确的成套方法. 

和 Lagrange -样, Galois 用了根的置换或排列的概念.例如， 
设X,， X 2 , X3 , x 4 是一个四次方程的四个根，则在包含 这些： c, 的 
任何表达式中交换 x, 和^就是一个置换，这个特别的置换用 



表示•实行第一个置换后进行第二个置换，等价于实行第三个 
置换 



因为，例如由第一个置换换成 x 2; 由第二个置换， x 2 又换成 
A ;而由第三个置换，: n 直接就变到 A. 我们就说头两个置换按上 
述顺序作成的乘积就是第三个 置换. 总共有4!个可能的置换.因 
为置换集合中任何两个置换的乘积仍是原集合的成员，所以置换 
的集合就说是形成一个群.这个概念，当然还不是抽象群的正式定 
义，它是属于 Galois 的. 



为了掌握 Galois 的思想，让我们考虑方程 ® 
jt 4 + px 2 + g = 0 ， 

这里/»和9是独立的.令 i? 是由/»和9的有理表达式所形成的 
域，这些表达式的系数在有理数域中，一个典型的表达式是 
(3〆 一 Aq )/( q 2 - 7 p ) •按 Galois 的说法 ，i? 是由添加字母或未知 
数 P ， g 到有理数中而得到的域.这个域 i? 是给定方程的系数域或 
有理整环，这个方程就说是属于这个域 /?. 和 Abel 一样, Galois 没 
有用域或有理整环这术语，但他确实用了这概念. 

我们恰好知道这四次方程的根是 



于是，系数在尺中的两个关系 

工 J +X 2 = 0,而 +0：4 = 0 

对这些根成立.由于我们的方程是四次的，因而有根的24个可能 
置换.下面八个 置换： 



①由于 Gabis 自己对他的思想介绍是不清楚的，并且他引进了那么多的新概 
念.所以我们将借助于 Verriest 提出的 -- 个例子（看本章末尾的书目〉来弄淸楚 Galois 





使在中这两个关系保持成立①.可以证明，这八个置换是2 4 个 
置换中使根之间在只中的全部关系都不变的仅有的置换.这八个 
置换便是这方程在中的群.他们是整个群的一个子群.就是说， 
一个方程相对于域 i? 的群是根的置换的群或子群，这些置换使给 
定方程(不管一般或特殊的）的根之间带有中的系数的全部关 
系不变.我们能说，使 i? 中全部关系不变的置换的数目是我们对 
根的无知程度的一个尺度，因为在这八个置换之下我们不能把它 
们区分开来. 

现在考虑4 一4,它等于添加这个根式到中，形 
成一个域〆 ，即我们形成包含和的最小的域.于是 
( 6 ) x\ —x 2 3 =V p 2 — \q 

是 i?' 中的一个关系.由于 4+x 2 =0和心+0： 4 =0,我们还有 
jc ] = x \ 和 xl = xl . 

于是由最后这两件事实，我们能说,上面八个置换的前四个使炉 
中的关系 (6) 保持成立，但后四个则不行.于是这四个置换，如果它 
们使根之间的每个在尺'中正确的关系保持不变，就是方程在応中 
的群. 这四个置换是八个置换的一个子群. 

现设我们添加量V — 0)/2 到 i?' 中，这里 D = Vp ^- i qt 
并形成域V，则 

乃 — A = 

是中的一个关系.这个关系仅在头两个置换£和£,下保持不 
变，而在八个置 换的其余置换下不这样.倘若根之间的每个在 iT 
①对- 般的” 次方程，即 .以” 个独立的里作为系数的方程.根的-个函数在根 
的一个 S 换下是不变的.或不被这个 g 换改变.当且仅当它保持同原来的函数恒等.如 
果系数全垃数值,则一个函数是不变的，如果它保持数值 h 相同.例如对/+/+1+1 
= 0,根是 A =- 丨， _r 2 = i 和心 =-i. 考虑 H •用 x 3 代替 •rj, 给出 J .这同 a] 有相 
同的数值.于是4在这个 g 换下不变.如果系数包含一些数值和-•些独立的量，则根 
的 一 个函数在根的罝换下保持不变.如果函数对独立的置的所有的值（这些量的定义 






中的关系在这两个置换下都保持不变，则方程在 ，中 的群由这两 
个置换组成.这两个置换是那四个置换的一个 子群. 

设我们添加量—/ > + D)/2 到 iT 中，又得到•在中我 

们有 



现在恰有£:是使 iT 中全部关系保持正确的仅有的 置换； 因而这 
是方程在中的群. 

从上面的讨论可以看到，方程的群是它的可解性的关键，因为 
这个群表示出根的不可区分的程度.它告诉我们，关于根有哪些东 
西我们还不知道. 

存在许多群，或严格地说是一个置换群和依次包含如上的一 
些子群.现在一个群(或子群)的阶就是其中元素的个数.于是我们 
就有了阶为24, 8, 4, 2, ] 的群.子群的阶总能整除母群的阶（第 
6节).一个子群的指数是它所在的群的阶被子群的阶除所得的 
商.例如那个8阶子群的指数就是 3. 

上面的概要仅仅表明 Galois 所论述的思想.他的工作如下进 
行:给 了一个一般的或特殊的方程，他首先说明如何能找到这个方 
程在系数域中的群 G, 即根的置换的群，而这些置换使根之间的系 
数在该域中的全部关系保持不变.当然我们必须在不知道根的情 
况下找到这个方程的群.在上面的例子中，四次方程的群是8阶 
的，而系数域是 i?. 在找到了方程的群 G 后，下一步是找 G 的最大 
的子群在我们的例子中，这是一个四阶子群.假如有两个或多 
个最大子群，可任取一个 .H 的确定是纯粹群论的事，是能够做到 
的.找到 H 后,可以用一套仅含有理运算的手续来找到根的一个 
函数 t 它的系数属于及,并且在 H 的置换下，它不改变值，但在 G 
的所有别的 置换了 下，就要改变值.在我们上面的例子中，这个函 
数是 x? — 实际上可得到无穷多个这样的函数.当然我们必须 



在不知道根的情况下找出这样一个函数.存在一种方法构造 K 中 
的一个方程，使它的一个根就是这个函数么这个方程的次数是 H 
在 G 中的指数.这个方程称为一个部分预 解式屯 在我们的例子 
中，这方程是/ 2 —（〆 一 4 9 ) =0,它的次数是8/4或 2. 

接着必须能从这个部分预解式解出 根么在 我们的例子中，多 
Ry/'^-iq. 添加到中，得到一个新的域 /?'. 于是可 
以证明，原来方程关于域的群是 

我们现在重复这个步骤.在我们的例子中我们有群 H， 是四 
阶的，以及域 V. 下一步找 H 的最大子群.在我们的例子中，它是 
2阶子群，称这个子群为 K. 现在能得到原方程的根的一个函数， 
它的系数属于尺'，它的值在 K： 的每个置换下不变，而在 H 的其他 
置换下要改变.在我们上面的例子中这方程是 t 2 -2(- p- 
Vy^Tq)^0 . 这方程的次数是 K 关于 H 的指数，即4/2或 2. 
这方程是第二个部分预解式. 

接着必须解出这个预解式方程，得到一个根，即函数^ ;把这 
个值添加到 i?' 中，从而形成域矿.对于V,方程的群是 K. 

再重复这个过程，找到 K 的最大子群 L. 在我们的例子中这 
恰是恒等置换 £：• 我们找根的一个函数（系数在中），它在£下 
保持值不变，而在 K 的别的置换下改变它的值.在我们的例子中， 
这样一个函数是心一^.为了在不知道根的情况下得到这个夾， 
我们必须构造 f 中的一个方程，以函数七为一个根.在我们的例 
子中，这方程是 t 2 -2(-p-{- y /^r^)=o. 这方程的次数是 L 关 
于 K 的指数，在我们的例子中是2/1或 2. 这方程是第三个部分预 
解式.我们必须解这个方程，以找到 值夫. 

在添加这个根到中以后，得到假设我们已到了最后一 
步，这里，原方程在 f 中的群是恒等置换 £：. 




接着 Galois 证明了，当一个方程关于给定域的群恰是 E 时， 
那么方程的各个根都是属于那个域.因此,根在域中.又因^ 
是由已知域用逐次添加已知量得到的，我们就知道了根所在的 
这个域.其次有一个用^中有理运算来直接找根的步骤. 

Galois 给出了一个方法来找给定方程的群，逐次的预解式以 
及方程关于逐次扩大了的系数域的群，即原来群的逐次的子群，而 
扩大的系数域是由添加这些逐次的预解式的根到原来的系数域而 
得到的.这些步骤包含了可观的理论，但正如 Galois 指出的，他的 
工作不打算成为解方程的一个实际方法. 

接着 Galois 把上面的理论运用到以有理运算和根式解多项 
式方程的问题.这里他引进了群论的另一个概念.设 H 是 G 的一 
个子群，如果用 G 的任一元素 g 乘 H 的所有置换，则得到一个新 
的置换集合，用表示，这符号表示先实行置换 匕然后 再应用 
H 的任一元素•如果对 G 中的每个 g 有 gf/ = Hg, 则称 H 为 G 
的一个正规子群（自共轭或不变)子群. 

我们回忆 Galois 的解方程的方法需要找寻和求解逐次的预 
解式 .Galois 证明了当作为约化方程的群（比如说由 G 约化到 H) 
的预解式是一个素数次/»的二项方程= A 时，则 H 是 G 的一 
个正规子群(且有指数 />); 反之，如 H 是 G 的一个正规子群，且具 
有素指数 P, 则相应的预解式是次二项方程，或能化简到这样的 
方程.如所有的逐次预解式都是二项方程，则由 Gauss 关于二项 
方程的结果,我们能用根式解原来的方程.因为我们知道，我们能 
从最初的域通过逐次添加根式的方法过渡到根所在的最后的域. 
反之,如果一个方程能用根式求解，则预解式方程组必定存在，而 
且它们都是二项方程. 

如此，可用根式求解的理论与前面所给的求解理论在一般轮 
廓上是相 同的; 不同的只是在子群序列 



中，必须每一个都是前一个群的极大正规子群(不是任何较大的正 
规子群的子群).这样的序列叫做合成序列. H 对 G 的指数， K 对 
H 的指数，如此等等，叫做合成序列的指数.若这些指数都是素 
数，则这方程就能用根式求解，而若这些指数不是素数，则这方程 
就不能用根式求解.当我们找极大正规子群序列时，可能有选择； 
即在一个给定的群或子群中最高阶的极大正规子群可能多于一 
个，我仍可选任何一个，虽然由此而得的子群可能不同，但将产生 
完全相同的指数集合，虽然这些指数出现的次序可以不同（参看下 
面的 Jordan-Holder 定理).包含一个素数指数的合成序列的群 G 
称为可解的. 

Galois 理论是如何证明当> 4时一般的;I次方程不能用根 
式求解，而时又都能求解呢？对一般的 n 次方程，这个群由 
«个根的全部《!个置换组成.这个群称为《级对称群.它的阶当然 
是 《!. 对每个对称群，不难找到合成序列.这里极大正规子群（称 
为交错子群)具有阶 n!/2. 这个交错群仅有的正规子群是恒等元 
素.因此指数是2和 n\/2. 但对《 > 4,数 n\/2 决不是素数.因此 
次数大于4的一般方程不能用根式求解.另一方面,二次方程可以 
借助单独一个预解式方程而解出.合成序列的指数恰由单个数2 
组成.一般的三次方程，为了求解，需要两个预解式方程，其形式为 
/ =A* Z 3 =B. 这些当然是二项预解式，合成序列的指数是2 
和 3. —般的四次方程能够求解，因为它有四个二项预解式方程， 
一个三次的、三个二次的，因而合成序列的指数是2, 3, 2, 2. 

对于数字系数的方程，与带有独立的文字系数的方程不同， 
Galois 给出了一个与上述相似的理论.然而，判定可用根式求解的 
手续更复杂，虽然基本原理是相同的. 

Galois 还证明了一些特殊的定理.如果有一个素数次的不可 
约方程，它的系数在一个域尺中，它的根全部是其中两个根的带 
有 R 中系数的有理函数，则此方程可用根式求解.他还证明了逆 



定理: 每个可用根式求解的素数次的不可约方程，具有性质 :每个 
根都是其中两个根的带有 K 中系数的有理函数.这样的方程现在 
叫做 Galois 方程. Galois 方程的最简单的例子是 ^-A = 0. 这个 
概念是 Abel 方程的推广. 

附带说一下， Hermite ①和 Kronecker 在给 Hermite 的一封 
信®及后 来的一 篇文章③中，用椭圆模函数解出了一般的五次方 
程，这类似于用三角函数来解不可约的三次方程. 


5. 几何作图问题 

18世纪的数学家们怀疑•一些著名的作图问题能被解决 .Ga¬ 
lois 的工作提供了可作图的一个判别法，这个判别法解决了一些 
著名的问题. 

用圆规、直尺作图的每一步都需要找一个交点，或者是属于两 
条直线的，或者是一直线和一圆的，或者是两个圆的.由于引进了 
坐标几何，人们认识到，用代数术语说，这样的步骤意味着同时求 
解两个线性方程，或 -- 个线性和一个二次方程，或两个二次方程. 
在任何一种情况下，可能遇到的最坏情况，在代数上是一个平方 
根•因此，由相继的步骤或作图所找到的最坏的结果是施加于 
给定量上的一串平方根.因此，可以作图的量必须位于如下一些域 
中，这些域是由包含给定量的域仅仅添加给定量的平方根或后来 
作出的量的平方根而得到.我们称这样的扩张域为二次扩张域. 

在进行相继的作图时，有几个限制必须注意.例如，某些步骤 
允许用任意的直线或圆•臂如在二等分线段时，我们能用大于线段 
一半的圆.我们必须在给定元素的域中在可作图的扩张域中选择 



这个圆.这是能做到的. 

还有，扩张域可以包含复元素，因为，譬如说，负坐标的平方根 
可能出现.这些复元素是可作图的，因为所出现的复量的实部和虚 
部的每一个都是一个实方程 的根; 而这些根是可作图的. 

给了一个作图问题，首先要建立一个代数方程，它的解是所要 
求的量.这个量必须属于给定量的域的某个二次扩张域.在正17 
边形的情况里，这方程是 x 17 —1=0,而给定的量可以取成单位圆 
的半径.相关的不可约方程是 +x 15 +…+1 = 0.用 Galois M 
论的术语说，一个方程能用平方根求解的必要和充分条件是方程 
的 Galois 群的阶是2的方幂.方程 -fx ,s +…+1 = 0正是这种 
情况，合成序列是2, 2, 2, 2. 这意思是说，预解式是次数为2的二 
项方程，从而仅有平方根被添加到原来的由单位圆的给定半径所 
确定的有理域中•由 Galois 的这个判别法我们能证明 Gauss 的结 
论，即素数 P 边的正多边形能用直尺和圆规作图当且仅当素数 p 
具有形式2 2 ” + 1,即当/> = 3, 5, 17, 257,…时，而对/» = 7, 11， 
13, 19, 23, 29, 31，…则不行 .Galois 理论还能用来证明三等分 
任意角或倍立方体的问題都是不可解的. 

但 Galois 的判别法完全不适用于化圆为方的问题.这里，给 
定量是圆的半径，要解的方 程是/ = Kr 2 . 虽然这个方程本身恰 
为二次，但下述事实不对，即它的解属于由给定量确定的域的二次 
扩张域，这是因为不是一个代数无理数(第41章第2节).因此， 
Galois 的工作不仅完全回答了哪些方程可用代数运算求解的问 
题，而且给了一个一般的判别法来判定几何图形利用直尺和圆规 
的可作图性. 

就著名的作图问题而言，应该注意，在应用 Galois 理论以前， 
Gauss 和 Waiitzel 已经确定了哪些正多边形可以作图（第2节）， 
而且 Wamzel 在1837年的文章①中证明了一般的角不能三等分， 



给定的立方体也不能加倍.他证明了每个可作图的量必须满足一 
个2” 次的方程，而这对刚才说到的两个问题是不成立的. 


6. 置换群理论 

Lagrange 在他关于方程可解性的著作中（第25章第2节）引 
进了〃 个根的一些函数作为他的分析的关键，这些函数在根的某 
些排列下取相同的值.因此他就在这些文章中着手研究函数，目的 
是确定它们在《个变数(根）的 n! 种排列下引起的71!个可能值中 
能取到的不同的值. Ruffini, Abel,Galois 的后继工作使这个课题 
增加了重要性 .n 个字母的一个有理函数在根的排列或置换的某 
个集合下取同样的值，这个事实表明，正如我们已经看到的，这个 
集合是整个对称群的子群. Ruffini 在他的(方程的一般理论>(7>- 
oria generate delle equazioni , 17 的） 中对这件事作了明显的考 
察.因此, Lagrange 所开创的是研究置换群的子群的一种方法 .当 
然，更直接的方法是研究置换群本身，并确定它的子群.研究置换 
群结构或组成的两种方法都成了活跃的课题，即使不顾及它同方 
程可解性的联系，它本身还是被追求作为一种兴趣.置换群或排列 
群的理论是最终产生抽象群论的第一个重要的研究.这里我们将 
指出在19世纪中获得的有关置换群的一些具体定理. 

^grange 自己肯定了一个重要结果，用近代语言叙述就是， 
子群的阶整除群 的阶. 这个定理的证明是由 Pietro Abbati(1768 - 
1842) 在1802年9月30日的一封信中通知 Ruffini 的，此信已发 
表① • 

Ruffini 在他1799年的书中引进了传递性和本原性的概念， 
虽然有一些模糊.如果一个排列群的每个字母在群的各排列下被 
每一个别的字母所代替,则称这群为传递群.如果 G 是一个传递 




群，设 n 个符号或字母可分成 r* 个不同的子集 I， 1 = 1， 2, …， r, 
每个子集包含 A 个符号，使得 G 的任一个排列或是将 a, 的符号在 
凸己中叼排列，或是用 A 来代替 A， 此事对每个/=1，2,…， r 都 
成立，则称 G 为非本原的.如果力个符号不能这样分拆，则这传递 
群称为一个本原群. Ruffini 还证明了，在 一个； I阶的群中，对所有 
K 不存在&阶子群. 

受 Lagrange 和 Ruffini 的工作的鼓励， Cauchy 写了一篇关于 
M 换群的重要文章®.以方程论为背景，他证明了，不存在 n 个字 
母(》次)的群，使得 它对” 个字母的整个对称群的指数小于不超 
过”的最大素数，除非这个指数是2或 1. Cauchy 用函数值的语言 
叙述这个定理个字母的非对称函数的不同的值的数目不能小 
于比〃 小的最大素数，除非它是 2. 

Galois 在引进置换群的概念和定理方面迈出了最大的一步. 
他的最重要的概念是正规（不变或自共轭）子群的概念.属于 
Galois 的另一个群论概念是两个群之间的同构的概念.这是两个 
群的元素之间的一一对应,使得如果在第一-个群中有 a • 6 = 则 
对第二个群的对应元素，有 a' • 6' =夂他还引进了单群和合成群 
的概念.一个没有不变子群的群是 单群； 否则是合成群.关于这些 
概念, Galois 表述了一个猜想②, 即阶是 合成数的最小单群是 60 
阶的群. 

遗憾的是在 Lioaville 1846年发表 Galois 的部分著作以前， 
人们不知道 Galois 的著作，甚至那些发表的材料也不容易读懂. 
另一方面， Lagrange 和 Ruffini 关于置换群的著作是人们熟知的， 
这些著作是用”个文字的函数所能取的函数值的语言表达的.因 
此，方程求解的课题失去了重要性，因而当 Cauchy 转到方程论 
时，他集中全力于置换群.在1844年到1846年间，他写了一大批 



文章.在其中一篇主要的文章①中，他把早先的很多结果系统化， 
并证明了许多关于传递的、本原的和非本原的群，关于非传递群的 
特殊定理.特别地，他证明了 Galois 的断言，即每个有限（置换） 
群，如果它的阶可被一个素数除尽,就必定至少包含一个阶 
子群.这篇主要文章之后又发表了大量的其他文章，刊载在 
1844-1846 年©的巴黎科学院的 （报告》 上.这工作的大部分是涉 
及 n 个字母的函数在字母交换下所能取的形式值(即非数字值)以 
及找出函数使其取给定数目的值. 

在 Liouville 发表了 Galois 的一些著作后, Seiret 在巴黎大学 
理学院作了演讲，并在他的 《教程》 的第三版中给了 Galois 的理论 
一个较好的教科书式的叙述.此后，澄清 Galois 关于方程可解性 
的思想和建立置换群理论就齐头并进了. Serret 在他的教科书中 
对 Cauchy 1815年的结果给了一个改进的形式.如果 n 个字母的 
—个函数有少于/>个值，其中/>是小于《的最大素数，则此函数 
不能有两个以上的值. 

Serret 在1866年的教科书中强调的问题之一是，找出由 n 个 
字母所能形成的全部的群.这个问题早已吸引了 RuHini 的注意， 
他, Cauchy 和 Serret 本人在1850年③的一篇文章中给出了许多 
部分性的结果，就像 Thomas Penyngton Kirkman( 1806—1895) 
所做的一样.尽管有这许多努力和成百个有局限性的结果，这问题 
还是未能解决. 

在 Galois 以后， Camille Jordan( 1838—1922) 是使 Galois 理 
论显著增色的第一 个人. 1869年④他证明了一个基本结果.设 G, 
是 G。 的极大自共轭(正规)子群， G 2 是&的极大自共轭子群，如 



此等等，直到这序列终止于恒等元素.这个子群序列称为 G。 的合 
成序列.若是中阶为 r 的任一自共轭子群, G 的阶为户，则 
G. 可分解成4 = p/r 个类. 两个元素，若其中一个是另一元素和 
G i+l 的一个元素的积,则属于同一类.若 a 是一个类的任一元素， 
而&是另一类的任一元素，则其积将在同一个第三类中.这些类形 
成一个群，以为它的恒等元素,这个群就称为 G , 在下的 
商群或因子群，用 G/ Gm 表示，这是 Jordan 在1872年引进的符 
号.商群 G/G,, G,/G z , …，称为 G。 的合成因子群，它们的阶称 
为合成因子或合成指数 .G。 中可能有多于一个合成序列. Jordan 
证明了，除了出现的次序以外，合成因子的集合是不变的，莱比锡 
大学的教授 (Ludwig)Ott 0 Hslder(1859-1937) 证明了①,商群本 
身是与合成序列无 关的; 就是说，对任何合成序列，将有同样的商 
群的集合.这两个结果合称为 Jordan-Holder 定理. 

(有限)置换群的知识及其与 Galois 关于方程理论的联系直 
到1870年才由 Jordan 组织到他的 《置 换和代数方程专论》(7> 心以 
des substitutions et des equations algebriques , 1 87 0) 这本名著中. 
在这本书中, Jordan 和几乎所有他的前人一样，把置换群定义成 
置换的这样一种集合，即集合中任两成员的积仍属于这集合.我们 
今天在群的定义中作为公设提出的其他性质（第49章第2节)是 
被使用了，但或是作为这种群的明显性质，或是作为附加的条件， 
•而不是在定义中指定.< 专论：>提供了新结果,并对置換群明白地建 
立了同构和同态的概念，后者是两个群之间的多一对应，使得 A 
= <:蕴含 a ' • fc' = Jordan 添加了关于传递群和合成群的基本 
结果.书中还包含了 Jordan 对 Abel 提出的问题的解答，即确定一 
个给定次数的能用根式求解的方程，以及识别一个给定的方程是 
否属于这个类.可解方程的群都是交换群, Jordan 称它们为 Abel 
群，而 Abel 群这个术语此后也就用于交换群了. 




关于置换群的另一个重要的定理是在《专 论》 出现以后不久由 
-个挪威数学教授 Ludwig Syiow(1832 — 1918) 证明的. Cauchy 
曾经证明，阶可被一个素数/>整除的每一个群，必包含一个或多 
个 P 阶字群. Sylow® 推广了 Cauchy 的定理.如果一个群的阶可 
被〆 整除，但不被 ， +1 整除，而/»是素数，则此群包含一组且仅仅 
一组共轭的〆阶子群在同一篇文章中 Sylow 还证明了，每个 
〆阶的群是可解的，即，极大不变子群序列的指数都是素数. 

对置换群以及最终对更一般群的完全另外的探索是受纯物理 
的研究的启发的.物理学家和矿物学家 Auguste Bravais(1811— 
1863) 研究了运动群③，以确定晶体的可能结构.这个研究在数学 
上等价于查明行列式为+ 1和一]的三个变量的线性变换 
(7) x'i — a.ix + aay-haaz, * = 1,2,3 

的群，它引导 Bravais 到晶体中可能出现的32类对称的分子结构. 

Bravais 的工作给 Jordan 以深刻的印象，他着手研究他称之 
为群的解析表示，以及现代称之为群的表示理论.实际上, Serret 
在他1866年出版的《教程》中已经考虑了用形如 
⑻ = 

的变换来表示置换.但各类群的更为有用的表示是由 Jordan 引进 
的.他探索用形式为 

⑼ = ^a 0 Xj (i = 1, 2, — , n) 

的线性变换来表示置由于置换群是有限的，所以必须对变换加 
上一些限制，以使这个变换群有限. Galois 曾经考虑过这样的变 
换④，且以系数和变数在一个素数阶的有限域上取值来限制它们. 


① Math. Ann. , 5, 1872. 584~ 594. 

② 设 H 是 C； 的子群而是 G 的任一元素，则贫- 1 //#是一个共轭于//的子群， 
W 和它的所有的共轭称作 G 的子群的共轭系或子群的完全共 轭集. 




Jordan 在 1878 年①陈述了有限周期 p 的线性齐次置换 (9) 可以线 
性地变换到标准型 

y\ = eo>., * *= 1, 2, n, 

这里是/>次单位根.这定理很多人证明过②.这件事成为一个 
大量研究的开端，即对给定的阶确定二元型和三元型(两个变数和 
三个变数)的所有可能的线性置换的群.还有，对给定的线性置换 
群确定子群以及确定在群或子群的全部成员下保持不变的代数 
式，这些问题也引起了很多研究. 

注意到 Bravais 的文章后, Jordan 立即进行了关于无限群的 
第一个重要的研究.在他的文章《关于运动群的研究 报告》 中③， 
Jordan 指出，确定全部的运动群（他仅考虑了平移和转动）等价于 
确定全部可能的分子系统，使得任一个群的每一个运动将对应的 
分子系统变换到它自己•由此他研究了各种类型的群，并将它们分 
类. 这个结果不如下列事实的意义显著，即他的文章开创了在群的 
标题下研究几何变换，而且几何学家很快就挑选了这条思想路线 
(第38章第5节). 

19世纪中叶的另一个发展既值得注意又有启发性.很受 
Cauchy 工作影响的 Arthur Cayley 认识到，置换群的概念可以推 
广.在三篇文章中④, Cayley 引进了抽象群的概念.他把一个一般 
的算子符号 <9用于一组元素 x, % …，并说如此应用的0产生 

2,…的一个函数 x', ：/, /，…，他指出，特别地，(9可以是 
一个置换.抽象群包含很多算子<9,彡，…，而你是两个算子的复合 
(乘积），复合是可结合的，但不一定是可交换的.他的群的一般定 
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义要求算子1, a， …的一个集合，它们全不相同，使得其中任两 
个算子在任-个次序下的积和任•一个算子冏它自己的积都属于 
该集合他举出矩阵在乘法下以及四元数(在加法下)构成群.很 
遗憾， Cayley 对抽象群概念的引进这时没有引起注意.这部分地 
是由于矩阵和四元数是新的，不为人们所熟知，而能符合群的概念 
的很多其他数学系统或者还有待于发展，或者未被认识到可以这 
样归类.过早的抽象落到了聋子的耳朵里，无论它们是属于数学家 
们的还是属于大学生们的. 
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第 32 章 


四元数，向量和线性结合代数 


Hamilton 做了确实非常出色的工作.之后，四元数就诞生 
了；虽然美妙而富有创造性.但对于以任何方式接触过它们 
的那些人来说曾经是一个纯粹的邪念……向置是无用的幸 
存物或四元数的无价值的支流，对任何创造，从未有过最微 
细的应用. 


1. 关于型的永恒性的代数基础 

Galois 关于可用代数步骤求解的方程的工作结束了代数的一 
章，虽然他引进了诸如群和有理整环（域）等概念（它们将结出果 
实），但这些概念的充分开发必须等待其他概念的发展.下一个重 
要的代数创造，由 William R. Hamiltcm 所创始，揭开了全新的领 
域，打破了对于“数”所必须遵循的规则的古老信念. 

为了评价 Hamilton 工作的独创性，我们必须考察在19世纪 
前半期所普遍理解的普通代数的逻辑.1800年，数学家们自由地 
使用各类实数以至复数，但是既没有这些不同类型的数的精确定 
义，也没有关于数的运算的任何逻辑检验.对这种情况不满的表示 
是很多的，但被淹没于代数和分析的大量新创造中.最大的不安似 
乎产生于下述事实 :使用 文字时就好像它们具有整数的性质，然而 
当文字被任何数代替时这些运算的结果却都有效.由于各种类型 
的数的逻辑没有建立，所以不可能理解它们具有同正整数相同形 
式的性质，从而不可能理解只代表任一类实数或复数的文字表达 



式必然具有相同的性质一即通常的代数恰是一般化的算术.似 
乎文字表达式的代数具有自己的逻辑，它说明文字表达式的有效 
性和正确性.因此在18世纪30年代数学家们就着手解决用文字 
或符号表达式进行运算的正确性问题. 

这个问题首先被剑桥大学的数学教授 George Peacock 
(】791 — 1858) 考虑到.为了说明用文字表达式进行运算的正确性， 
这些表达式要能代表负数、无理数和复数，他区分了算术代数和符 
号代数.前者是处理表示正整数的符号,所以有坚实的基础.这里 
仅有导致正整数的运算才被允许.符号代数采用算术代数的规则， 
但取消限于正整数的限制.在算术代数中推出的全部结果与符号 
代数中的结果都 一样; 但算术代数中的表达式在形式上是普遍的， 
在值上是特殊的，而符号代数中的表达式，在值上和在形式上都是 
普遍的.例如，在算术代数中当 w 和 n 是正整数时成 
立,因而在符号代数中它对所冇7/|和《 _成立.同样地， (a+d)- 
当”是正整数时的级数，如果用不带末项的一般形式来显示，就对 
所有” 成立. Peacock 的论证被称为型的永恒性原理. 

这个原理的明白的叙述,见于 Peacock 的《关于分析的某些分 
支的新近成就和现状的报告》①，在其中他不仅作了报告，而且还 
作了武断的肯定.关于符号代数，他 说： 

1. 符号在值和表现上都是无限的. 

2. 无论是什么符号，在它们上作运算，对所有情况都能 
进行. 

3. 符号组合的法则属于这样一类法则，即当符号是算术 
董时，且当它们所受到的运算用算术代数中同样的名 
字来称呼时，它与算术代数的法则普遍符合. 

从这些原理出发，他相信他能推出型的永恒性原 理:“ 无论什 



么代数的型，当符号在形式上是普遍的，而在值[正整数]上是特殊 
的时候是等价的，则当符号在值上和形式上都是普遍的时候同样 
是等价的. "Peacock 特地用这个原理证明用复数运算是合理的. 
他试图用“当符号在形式上是普遍的时候”来保护他的结论.这样 
就不能在符号形式中陈述特殊整数的特定性质以及坚持这些符号 
的陈述是普遍的. 例如: 复合整数分解成素数的乘积，虽然是用符 
号表达的，却不能作为符号代数的陈述来接受.这个原理用命令来 
批准经验上显然正确但尚未在逻辑上建立的东西. 

Peacock 在他的《代数论著 >(Treatise on Algebra ) ①的第二版 
中重新肯定了这个原理，但他还在那里引进了正式的代数科学， 
Peacock 在这本论著中叙述说，代数和几何一样，是演绎的科学. 
代数的步骤必须根据法则条文的一个完全的陈述，这些法则支配 
着步骤中用到的运算.至少对于代数这门演绎科学而言，运算的 
符号除了法则给以它的意义而外没有其他意义.例如加法不过 
是表示服从代数中加法法则的任一步骤.他的法则是，例如加法 
和乘法的结合律和交换律，以及如 oc = & •而 f 关0,则这 
个法则. 

这里型的永恒性原理是从所采用的公理推出来的.这种处理 
方式为代数中更抽象的思想铺平了道路，尤其是影响了 Boole 关 
于逻辑代数的思想. 

经过19世纪大部分时间，由 Peacock 肯定的代数观点被接受 
了.这个观点受到例如 Duncan F. Gregory( 181 3—1844) 的支持， 
他是〗 7 世纪的 James Gregory 的重 重孙. Gregory 在一篇文章(论 
符号代数的真正性质>©中 写道： 

于是，我用以考虑符号代数的见解是，它是处理运算的组 
合的科学，这些运算不是由它们的性质确定的，即不是由 


它们是什么或它们做什么来确定的，而是由它们所服从 
的组合的法则来确定的……的确，这些法则在很多情况 
下巳由数的许多已知运算法则提出来了（正如 Mr. Pea¬ 
cock 已经适当地称谓的），但是从算术代数到符号代数 
所取的步骤是，不考虑我们用符号所代表的运算的性质， 
而假设服从同样法则的一类未知运算的存在.这样我们 
就能够证明不同的运算类之间的某些关系，当这些运算 
在符号之间表达出来时，它们就称为代数定理. 

在这篇文章中 .Gregory 强调了交换律和分配律，这术语是由 
Frangois-Joseph Servois( 1767一1 847) ①引进的. 

代数理论作为符号及其组合法则的科学进一步由 Augustus 
De Morgan 推进，他写了几篇关于代数结构的文 章②. 他的 《三角 
学和双重代数》 （ 7>* •容 omwneZrjy and Double Algebra ， 1849) 也包 
含着他的见解.双重代数这个词的意思是复数的代数，而单个代 
数是指负数•在单个代数以前是普通算术，它包括正实数的代 
数， De Morgan 主张代数是无意义的符号以及符号的运算的集 
合.符号是0, 1, +， 一， X, +，（） (> 和文字.代数的法则就是 
这些符号所服从的法则，例如交换律，分配律，指数律，负数乘正 
数是负数， a —a = 0, a + 1，和一些导出法则.基本法则是 

任意选择的. 

19世纪中叶，普遍接受的代数公 理是： 

1. 等量各加上第三个量得到等量. 

2. (a + 6) + f = a +(6 + c). 

3. ab = b a. 

4- 等量加等量给出等量. 

5. 等量加不等量给出不等量. 




1. 关于型的永恒性的代数基础 


6. a(bc) = (ab)c. 

7. ah = ba. 

8. a(b + c) = + ac. 

型的永恒性原理就建立在这些公理上. 

对于我们来说，要看出这个原理究竟是什么意思是困难的.它 
把未经证明的东西作为假定来论证为什么不同类型的数具有与整 
数相同的性质•但 Peacock ， Gregory 和 De Morgan 企图从代数中 
建立一门科学，与实数和复数的性质无关，从而认为代数是不加解 
释的符号和它们的组合法则的科学.实际上是要使这一假定合理 
化，即同样的基本性质对所有类型的数都具备.这个基础不仅是含 
糊的,而且是僵硬的.人们坚持算术代数和一般代数之间的相似性 
是如此僵硬以至于如果再继续下去，就要破坏代数的一般性.他们 
似乎未体会到 ，一 个公式对符号的一种解释是对的,但对另一种解 
释可能不对. 

型的永恒性原理，是一种任意的宣言，不可能作为代数的牢固 
基础 • 实际上，我们在这一章中将要处理的事物都伤害了它，第一 
步是由 Hamilton 做出的，在他把复数的逻辑建立在实数性质的 
基础上的时候，这第一步只是在涉及复数时避免了对这个原理的 
需要. 

虽然在1830年时，复数在直观上被很好地建立了，这是通过 
表示成平面上的点或有向线段来建立的，但 Hamilton 关心算术 
的逻辑，他不满足于只是直观的基础. Hamilton 在他的文章《共轭 
函数及作为纯粹时间的科学的 代数》 ①中指出，复数 fl + 6i 不是 
2 + 3意义上的一个真正的和，加号的使用是历史的偶然，而 
不能加到上去.复数 a + 只不过是实数的有序偶 ( fl , 6) .由 i 
或在复数的运算中引进来的特殊性质， Hamilton 把它组织 
在以有序偶作运算的定义中.例如，设 a + 6i 和 c + e/i 是两个复 


① Trans. Royal Irish Academy. 17 , 1837 , 293 — 422 = Math. Papers,3,3 〜 96. 



通常的结合律、交换律和分配律现在都能推导出来.在对复数的这 
个看法下，不仅这些数逻辑地建立在实数的基础上，而且至今还有 
点神秘的也完全免除了.当然，在实践上，用 a + 这个形式 
并记住 V^Tv^T =_ 1还是方便的.附带地说一下， Ga USS 在 
1833年给 Wolfgang Bolyai 的一封信中确实说过，他在1831年就 
已经有了有序偶的概念.但是 Hamilton 文章的发表才给了数学 
界以有序偶的概念. 


2. 三维“复数"的寻找 

向量的概念，即可以代表力、速度或加速度的大小和方向的有 
向线段的概念，平静地进入了数学. Aristotle 就知道力可以表示 
成向量，两个力的组合的作用可以用著名的平行四边形法则来得 
到，即由两个向量和(图 32. 1) 形成的平行四边形的对角线给 
出合力的大小和方向. Simon 
Stevin 在静力学问题中应用平行 
四边形法则，而 Galileo 清楚地叙 
述了这个定律. 

在稍微熟悉了由 Wessel, 
Argand 和 Gauss 提供的复数的几 
何表示之后，数学家们认识到复数能用来表示平面上的向量和研 
究向量.例如，设两个向量分别由 3 + 2. 和 2 + 4i 代表，则这两个复 
数的和，即 5 + 6i 代表了用平行四边形法则相加的向量的和.复数 



明 32. 1 



对于平面向景所做的事情，就是提供了表示向量及其运算的一个 
代数.人们不一定要几何地作出这些运算，但能够代数地研究它 
们，很像曲线的方程能用来表示曲线和研究曲线. 

复数用于表示平面上的向》，在1830年时就是熟知的了，然 
而，复数的利用是受限制的.设有几个力作用于一物体，这些力不 
一定在一个平面上.代数上为了处理这些力需要复数的一个三维 
类似物，我们能用点的通常的笛卡儿坐标 (A a z) 来代表从原点 
到该点的向最，但不存在三元数组的运算来表现向量的运算.这些 
运算和复数的情况一样，表面上看来必须包括加法、减法、乘法和 
除法，而且要服从通常的结合律、交换律和分配律，使代数的运算 
能自由而有效地运用.数学家们开始寻找所谓三维的复数以及它 
的代数. 

Wessel,Gauss ， Servois , Mobius 和其他人继续研究了这个问 
题 .Gauss ①关于空间的运算写了一篇未发表的短文（注明1819 
年).他把复数想像为 位移； a + bi 是沿一固定方向移动 a 个单位， 
接着在一垂直方向移动6个 单位. 由此他试图建立一个三分量的 
数的代数,其中第三个分量代表 a+ 6i 平面的垂直方向上的位移. 
他得到了一个非交换代数，但它不是物 i 学家所需要的有效的代 
数，而且由于未发表,这篇著作影响不大. 

复数的有用的空间类似物的创造属于 William R. Hamilton 
(1805-1865). 仅次于 Newton, Hamilton 是最伟大的英国数学 
家,并且和 Newton —样，他作为一个物理学家甚至比作为一个数 
学家更伟大 • 5岁时， Hamilton 就能读拉丁文、希腊文和希伯来 
文; 8岁时，添了意大利文和 法文； 10岁时又能读阿拉伯文和 梵文； 
而14岁时还能读波斯文.同快速计算器的一次接触，激励他去研 
究数学.1823年他进了都柏林的三一学院，他是一个出^的学生. 
1822年，他17岁时准备了一篇关于焦散曲线的文章,1824年在爱 



尔兰皇家科学院宣读，但未 发表. Hamilton 被劝告去重做和发展 
它.1827年他呈送给这科学院一篇题为(光线系统的 理论》 的修改 
稿，该文建立了几何光学的科学.这里他引进了所谓光学特征函 
数.该文于1828年发表在{爱尔兰皇家科学院学报》上®. 

1827年，当他还是一个大学生时，就被任命为三一学院的天 
文教授，用此职位就贏得了爱尔兰皇家天文学家的头衔.他作为教 
授的任务是演讲科学和管理天文观察.他对后一工作没做很多事， 
但他是一个好教师. 

从1830年到1832年他对于 《光线 系统的理论》发表了三个补 
充.在第三篇文章②中，他指出在双轴晶体中按某一特殊方向传播 
的光线将产生折射光线的一个圆锥.这个现象被他的朋友和同事 
Humphrey Lloyd 用实验证实了.后来 Hamilton 把他关于光学的 
思想归入到动力学中，并在动力学领域中写了两篇很著名的文章 
(30 章〉，文中他用了在光学中建立的特征函数的概念.他还对物 
体系统的运动的微分方程给出了一组完全而严密的积分.他的主 
要数学工作是四元数这个科目，我们将简短地讨论它.他把他的这 
项工作的最后形式介绍在他的 《四元 数讲义 0 « Quater¬ 
nions, 1853) 和死后出版的两卷 （四 元数基础》 （E/emenh o/ Qua¬ 
ternions , 1866) 中. 

Hamilton 善于利用对比去从已知论证未知.虽然他有很好的 
直观，但他没有伟大的思想灵感，他长期而勤奋地对特殊问题进行 
工作以求看出一般性的东西.在解决许多特定的例子时他耐心而 
有条不紊，并且情愿作大童的计算去检査和证明一个论点.然而， 
在他的出版物中，却只有推敲和压缩了的一般结果. 

他笃信宗教，这方面的兴趣对他来说是最重要的.其次是玄学 
(形而上学）、数学、诗、物理和一般文学.他还写诗.他认为,在他那 



个时代创造出的几何概念， Poncelet 和 Chasles (第35章）的著作 
中使用的无限元素和虚元素都和诗类似.虽然他是一个谦虚的人， 
但他承认且甚至强调，喜爱名望会推动和振奋大数学家. 

Hamilton 澄清了复数的概念，这使他能更清楚地思考引进三 
维类似物以代表空间的向量.但是直接的效果使他的努力失望.当 
时数学家们所知道的全部数都具有乘法交换性，因而对于 Hamil¬ 
ton 来说也自然地相信他要寻找的三维或三分量的数应同样具有 
这个性质,同时具有实数和复数的其他性质.经过一些年的努力之 
Hamilton 发现自己被迫应作两个让步.第一个是他的新数包 
含四个分量，而第二个是他必须牺牲乘法交换律.两个特点对代数 
学都是革命性的.他称这新的数为四元数. 

事后来认识，我们能看到在几何的基础上，新的“数”必须包含 
四个 分量. 把这个新数看成一个算子，期望对一个给定的向量绕空 
间中一给定轴进行转动并将它进行伸缩.为此目的需要两个参数 
(角度)来固定转动轴，需要一个参数来规定转动角度，还需要第四 
个参数来规定给定向量的伸长和缩短. 

Hamilton 自己描述了他的四元数的发 现①： 

明天是四元数的第15个生日 .1843 年10月16日，当我和 
Lady Hamilton 步行去都柏林途中来到布鲁厄姆 
(Brougham) 桥的时候，它们就来到了人世间，或者说出生 
了，发育成熟了•这就是说，此时此地我感到思想的电路接 
通了，而从中落下的火花就是 K 之间的基本 方程； 
恰恰就是我此后使用它们的那个样子•我当场抽出笔记 
本，它还在，就将这些做了记录，同一时刻，我感到也许值 
得花上未来的至少10年（也许15年）的劳动•但当时巳 
完全可以说，这是因我感觉到一个问题就在那一刻已经 



解决了，智力该缓口气了，它已经纠缠住我至少15年了. 


1843年他在爱尔兰皇家科学院会议上宣告了四元数的发明， 
为发展这个课题他付出了余生，并且为它写了许多文章. 


3. 四元数的性质 

四元数是下面形式的一 个数： 

(2) 3 + 2i + 6y+ 7ifc, 

其中*‘， y， a 起着 i 在复数中所起的作用.实数部分（如上面的 3) 
称为四元数的数量部分，而其余是向量部分.向量部分的三个系数 
是点 p 的笛卡儿直角坐标，而（，《/， * 是定性的单元，几何上其方 
向是沿着三根坐标轴.两个四元数相等的准则是，它们的数量部分 
相等以及它们的1,7, k 单元的系数分别相等.两个四元数相加是 
将它们的数量部分相加，且将 i， 入 ife 单元的每个系数相加，以形 
成这些单元的新系数.于是两个四元数的和本身也是四元数. 

四元数进行乘法运算时,乘法的所有熟知的代数规则都假定 
有效，除了在形成单元 i, 九 A: 的积时，放弃了交换律，而具备下列 
规则： 

(3) jk = i, kj =~i, ki = j, ik =~j\ ij = kji =-k, 

^ = p = k 2 =- 1. 

例如设 p = 3 + 2i + 6y -H 7k 和 q = 4 + 6i + 8j -f- 9A, 

则 pq = (3 4-2/ +6； + 7*)(4+ 6i +8；+9fc) 

=-lll + 24/ + 72y+35ik, 

而 qp - (4 + 6f + 8i-f 9fc)(3 + 2i + 6j-|-7Jfe) 

= -lll + 28i + 24/+75ik. 

Hamilton 证明了乘法是可结合的，这是第—次使用这个术语①. 



四元数被另一四元数除也能实现，但乘法不交换蕴含了用四 
元数9除四元数 P， 可以意味着找 r 使 p =，或|> = rg. 这个商 r 
在这两种情况下不必相同.除法的问题最好通过引进或 1/fl 
来处理.设9 = “ + «+^/+说，定义9'为^_汉一以一说，并定 
义 NU) (称为9的模）为 《 2 +6 2 +r 2 +^. 于是 N(q) = qq ， = 
gV 定义= q/Niq), 因而如 N(9) 关 0, 则 g— 1 存在.还有 
W 1 = 1和9、= 1，现在要找 r 使 p = qr y 我们就有 q~ l p = 
9 V 或^ • = 9 要找》•使 p = r?， 我们就有 w — 1 = 哪 _1 或 
r^pq'. 

立刻能表明哪个四元数能用来旋转、伸长或缩短一个给定 
的向量成另一个给定的向量.我们仅需证明，能确定《， t •和 d 
使 

(a + ti + cj + dk)(jd -{- yj + zk) = x'i + yj + zk. 

把左边乘开成四元数并使左右两边对应系数相等，就得到未知数 
«. b, c 和 d 的四个方程.这四个方程足以确定未知数. 

Hamilton 还引进了一个重要的微分算子.符号▽，它是△的 
倒转一 Hamilton 称它为“ nabla" ，因为它像古代一个同名的希 
伯来乐器——代表算子 

当应用于数量点函数 M (x，；y, d 时，它产生向量 

(5) ▽“ == 砮 + 1^ + 1^. 

这个向量是随着空向的点而变化的，现在称为 M 的梯度.它代表《 
的最大的空间增长率的大小和方向. 

还令V = Vl i + V 2 j + V 3 k 表示一个连续的向量点函数，这里 
奶， v 2 ， v 3 是 j：，：y， 2的函数， Hamilton 引进 

(6) vv= ^£+j± +k ±y Vli+V2 j +V3k) 



一 (尝 +尝+尝)+®- 尝 >• 

+ 陰-紗 +( 尝 -©)*•: 

于是把▽作用到向量点函数V上的结果是产生一个四 元数; 这四 
元数的数量部分(除去负号）我们现在称它为V的散度，而向量部 
分称为V的旋度. 

Hamilton 对他的四元数具有无限的热情.他相信这个创造和 
微积分同等重要，将会是数学物理中的关键工具.他自己对几何、 
光学和力学作了一些应用.他的思想得到了他的朋友 Peter Guth¬ 
rie Tait(1831 — 1901) 的热情 支持. Tait 是皇后学院的数学教授， 
后来又是爱丁堡大学的自然历史教授 .Tak 在很多文章中鼓励物 
理学家采用四元数作为基本 工具. 他甚至卷入了同 Cayley 的长期 
争论中， Cayley 对四元数的用途取消极观点.但物理学家们无视 
四元数而继续使用方便的笛卡儿坐标来工作.然而，正如我们将看 
到的， Hamilton 的工作确实间接地引向一个向量代数和向量分 
析，这都是物理学家们渴望采用的. 

Hamilton 的四元数证明对代数学具有不可估量的重要性 .一 
旦数学家们体会到可以构造一个有意义的、有用的“数”系，它可以 
不具有实数和复数的交换性，那他们就觉得可较为自由地考虑甚 
至更偏离实数和复数的通常的性质的创造.这个体会在向量代数 
和向量分析建立之前是必要的，因为向量比四元数违反更多的通 
常的代数法则（第5节).更一般地, Hamilton 的工作引向线性结 
合代数的理论(第6 节). Hamilton 本人开始研究包含 n 个分量或 
”元数组的超复数①，但是正是他的关于四元数的工作推动了线性 
代数的这个新研究二 


① Tram. Royal Irish Academy . 21 , 1848 , 199 ~ 296 = Math. Papers ,E,159 



4. Grassmann 的扩张的演算 

正当 Hamilton 建立他的四元数时，另一个数学家 Hermann 
Gunther Grassmann( 1809— 1877) ,正在建立复数的一个更为大 
胆的推广.他在年轻时没有表现出数学才能，并且没有受过大学的 
数学教育，但是后来成了德国斯德丁 (Stettin) 城的中学数学教师， 
同时又是梵文权威. Grassmann 在 Hamilton 以前就有了他的想 
法，但直到1844年，即 Hamilton 宣告他的四元数的发现后一年才 
发表.那一年他发表了他的 《线性 扩张论 >(D£e lineale Ausdeh - 
由于覆上了神秘的教义以及叙述抽象，比较关心实 
践的数学家和物理学家发现此书含混不清和不好读，结果这本著 
作虽然高度独创，但很多年仍然很少为人知道.1862年 Grass¬ 
mann 发行了修订版，称做《扩张论 >(D/e Ausdehnungsiehre ). 书 
中,他简化和详述了原来的工作，但他的文风和有欠清楚明了仍使 
读者厌恶. 

虽然 Grassmann 的叙述和几何概念有着几乎不可分割的联 
系 一 他实际上是在涉及 n 维几何 —— 但我们将抽取其代数的概 
念，它被证明是具有永恒的价值.他的基本概念，他称为扩张的量 
是--种有 n 个分量的超复数.为研究他的思 
想，我们讨论《 = 3的情况. 

考虑两个超复数 

a = a \ t \ H-02^2 + a 3 e 3 , P = + 爲办 ， 

这里, 《 ，和 A 是实数，而 A , e 2 和 e 3 是原始的或定性的单元，几何 
上用单位长度的三个有向线段来代表，它们从原点出发，顺序确定 
—个右手直角坐标系.这些是原始单元的倍数,且几何上由相 
应轴上长度 m 来代表，而《由空间中的一个有向线段来代表，它 
在各轴上的投影正好是长度〜同样的事对 A 和也成立. Grass- 



mann 称这样的有向线段或线向量为 Strecke (线段). 

这些超复数的加减法由下式 定义： 

(7) (ai 士 A + (a2 土爲） A + (幻 士 A)«3. 
Grassmann 引进了两类乘法，内积和外积.对内积,他假设 

(8) ^ | «*, = 1, e, | = 0, i ^ >. 

对外积他假设 

(9) [^] =— 0〆,] ， [e,ei] = 0. 

这些方括弧称为二阶单元，它们未被 Grassmann 化简成一阶单 
元，即 6( 而 Hamilton 做了），而是用 [ ei e 2 ] = e 3 等等把它们当作 
好像是等价于一阶单元来处理. 

从这些定义推出 a 和# 的内积 a W 由下式 给定： 
a I ^ = oiA +£»2爲 +<!3爲和 a \ P = P \ a . 

--个超复数的数值或大小 a 定义为 v/a 1 a = y / a ] + a \ + a \. 这 
样，的大小在数值上就等于几何上表示它的线向量的长度.若 
表示线向量《和存之间的夹角，则 

| 卜以(誓 + 誓+誓) = 咖 。s & 

借助于外积规则 (9) ， 超复数 a 和0的外积 P 可以表示为 

(10) P = [ a ft ] = (a 2 A—a 3 爲）1>2«3] + (a^i — aiA)[«3ei ] 

+ (oiA — a 2 A )[eie 2 ], 

这个积是二阶的超复数,并且是用二阶的独立的单元表示出来的. 
它的大小 IP I是借助于两个二阶超复数的内积的定义得到的， 
就是 

(11) |P| = /PTP 

=1 ( a 2 p 3 - a 3 fi 2 y + (aA 一幻 A ) 2 + (aiA — aA )” + 

=4-( 皆 + 嗳+嘹)丫=咖 

因此，外积 [ m ] 的大小 m 就在几何上被表示成一个平行四边形 
的面积，这个平行四边形是由几何上代表 a 和#的线向量构成的. 




这个面积，连同和它垂直的一个单位线向量一起，就是现在所称的 
向 ■面积 ，那个单位线向量的方向要选择成当《绕此线向量转到 
P 时，它的方向将指向从 a 转到芦的右手螺旋 方向. Grassmann 的 
术语是 Plangrdsse (平面量）. 

两个初始的三维超复数的 Grassmann 内积等价于两个向量 
的 Hamilton 的四元数乘积的数量部分的 负值; 在三维情况下，当 
我们用 e, 代替[^ 3 ]等等, Grassmann 外积就正好是两个向量的 
Hamilton 的四元数乘积.然而，在四元数理论中，向量是四元数的 
辅助部分，而在 Grassmann 代数中向量是作为基本的量出现的. 

Grassmarm 的另外一种乘积是这样形成的，将一个超复数 y 
同两个超复数 a 和沒的外积 [M] 作内积，这个积在三维的情形是 
Q = [a P]y 

= (ffzA ~ a 3 ^z)Yi + (a 3 A — aiA )y 2 + (ai^ 2 — azA )/ 3 . 
表成行列式形状就是 

|ai A Xi I 

(】2) Q = \a z A yj. 

U A y 3 | 

结果， Q 能够几何地解释成由 a , P 和 y 的线向量构成的平行六面 
体的体积•这个体积可正可负. 

Grassmann 不仅考虑了(对;1分量超复数)上面所说的两种乘 
积，而且还考虑了高阶乘积.在1855年的一篇文章①中，他对超复 
数给出了 16种不同类型的乘积.他还给出了这些乘积的几何意 
义，并对力学、磁学、晶体学作了应用. 

初看起来， Grassmann 关于有”个部分的超复数的讨论似乎 
是不必要的一般，因为至少到 S 前为止超复数的有用的例子最多 



包含四个部分.可是 Grassmann 的思想却有助于引导数学家们进 
入张量理论(第48章），因为正如我们将要看到的，张量就是超复 
数.其他几何的和不变性的概念在张量来到以前就已闻名于数学 
界了. 虽然关于超复数的思想引向了各种推广，但 Grassmarm 的； I 
维超复数的分析(例如微积分)终究未建立起来.理由是简单的，即 
没有发现这样的分析的应用.正如我们将要看到的,对张量有一个 
扩张的分析，但是这些在 Riemann 几何中有它们的来源. 


5. 从四元数到向置 

Grassmarm 的工作暂时仍被忽视，但正如我们已指出的，四元 
数几乎立刻就吸引了很大的注意力，然而它们完全不是物理学家 
所要的东西•他们要寻找一个概念，它不脱离笛卡儿坐标，而是 
比四元数更紧密地联系于笛卡儿坐标.在这样一种概念的方向 
上，第一步是 James Clerk Maxwell( 1831— 1879) 做的，他是电磁 
理论的发现者，最伟大的数学物理学家之一，是剑桥大学的物理 
教授. 

Maxwell 知道 Hamilton 的工作；他虽然听到过 Grassmann 
的工作，但未看 到过. 他区分出 Hamilton 的四元数的数量部分和 
向量部分，并且把重点放在这些分开来的概念上①.然而，在他的 
有名的《论电和磁》 （A Treatise on Electricity and Magnetism , 
1873) 中，他对四元数作了较大的让步，并且更多地谈到四元数的 
数量部分和向量部分，虽然他是把这些部分作为分开的实体处理 
的.他说 (P. 10), 要规定一个向量需用三个量（分量），这三个量能 
解释成沿三个坐标轴的长度 • 这个向量概念是 Hamilton 的四元 
数的向量部分， Maxwell 就是这样说的. Hamilton 曾引入 ： y 和 


Z 的向量函数 V, 其分量为奶， t; 2 和％，并对它应用算子 ▽ == f & 
+ i fy + k fz 而得到结果( 6 ).这样， ▽ v 是一个四元数.但 Max¬ 
well 把数量部分和向量部分分开，并用 SW ( W 的数量部分） 
和V ▽ v( ▽ v 的向量部分)表示.他称 S ▽ v 为 v 的聚度，因为这 
个表达式在流体动力学中出现过多次，并且当 v 是速度时它有通 
量的意义，或每单位时间内通过包围一点的一块小面积的每单位 
体积所含的纯流量.他又称V ▽ v 为 v 的旋转或旋度，因为这个表 
达式在流体动力学中也已出现过，它是流体在一点的旋转率的两 
倍, Clifford 后来称一 S ▽ v 为散度. 

然后 Maxwell 指出，算子▽重复进行就给出 



他称这算子为 Laplace 算子.他允许这算子作用于数量函数以产 
生一个数量，作用于向量函数产生一个向量①. 

Maxwell 在他1871年的文章中说明了一个数量函数的梯度 
的旋度和向量函数的旋度的散度永远是零.他还说，一个向量函数 
v 的旋度的旋度是 v 的散度的梯度减去 v 的 Laplace 算子 (这 仅在 
直角坐标中成立). 

Maxwell 经常用四元数作为基本的数学实体，或至少经常提 
到四元数，也许是为了帮助他的读者.然而他的工作清楚地表明， 
向 M 是物理思想的真正的工具，而不像某些人所主张的那样，仅仅 
是书写的缩减 方案. 于是在 Maxwell 所处的时代，由于分开处理 

①因为在向II分析中 V z = V-V. 于是 Vh 在物理上表示梯度的散度，或 9 的 
最大空间变化串的敗度.然而这个物理意义从下述事实来看更为明显，即满足 = 

»的函数•/使 Hirichlet 积分取最小值（看第28章的 (34)). 这个积分是遍布于某个体积 

h 的梯度量的平方.因此 V 2 ? = 0或者意味着极小梯度发生在任何一点，或者意味着 
偏离均匀度的差是一个极 小值. 如果不是 0 ,就必定存在某个偏离均匀度的差.因 
而将有…个恢复力•在数学物理中.包含的这个或那个内容的各种方程实际上都 
是 断言： 自然界的行为永远是要恢复均匀. 







四元数的数量部分和向量部分，而创造了大量的向置分析. 

一个新的独立的课题，三维向量分析的开创，以及同四元数的 
正式分裂，在19世纪80年代初期由 Josiah Willard Gibbs 和 Oli- 
ver Heaviside 所独立建立. Gibbs( 1839 — 1903) 是耶鲁 （Yale) 学院 
的数学物理教授，最初是物理化学家，曾在他的学生中私人传播过 
小册子 （1881 和 188 4 〉 《向量分析基础》 o/ Vector Ana- 
在介绍性的说明中叙述了他的 观点： 

下述分析的一些基本原理都是在稍微不同的形式下为四 
元数的学生们所熟悉的.建立这一课题的方法与处理四 
元数的方法有些不同，只是给出一个适当的记法来表达 
向董之间或向量与数量之间的那些关系，这个记法看来 
是非常重要的，它非常容易地引导到解析变换，并阐明一 
些这样的变换•作为不同于四元数处理的先例可以引用 
Clifford 的《静力学》 （ Kinematics). 在这方面还应提到 
Grassmaim 这个名字，下述方法与他的系统的联系，在某 
些方面要比与 Hamilton 系统的联系更紧密. 

Gibbs 关于向量分析的小册子虽然是为私人交流而印刷的，但却 
变成广为知道的书•这个材料最后被编进了 E.B. Wilson 所写的 
书中，他根据于 Gibbs 的讲义.这本书, Gibbs 和 Wilson 的《向量 
分析》 (Vector ■AnaZyMs), 出现于 1901 年. 

Oliver Heaviside( 1850-1925) 早期的科学经历是电报和电 
话工程师•他在 18M 年隐退到乡村生活，专心于写作，主要是 
写电学和磁学的 课题. Heaviside 曾从 Hamilton 的《基 础》 学过 
四元数，但受阻于很多特殊的定理.他感到学习四元数对一个 
忙碌的工程师是太难了，因此他建立他的向量分析，对他来 
说，这不过是通常笛卡儿坐标的速记形式 . 19世纪80年代，他 



在杂志 < 电学家 >(EZ«tnW a 7i) 上写的文章中自由地运用了这个 
向量分析.后来在他的三卷著作 《电磁 理论》 （ Electromagnetic 
Theory ， 1893, 1899, 1912) 的第一卷中给出向量代数的很多内 
容.第三章约175页专门用于向量方法.他对这个课题的发展结果 
本质上与 Gibbs 的相融合，虽然他不喜欢 Gibbs 的记法，而采取了 
他自己的记法,这根据于 Tait 的四元数的记法. 

按照 Gibbs 和 Heaviside 所提出的，一个向量不过是四元数 
的向量部分，但独立于任何四元数.这样，向量 v 是 
v = ai +dj +ck , 

这里， i, •/， it 分别是沿 x, ：y, Z 轴的单位向量，系数和(:是实 
数，称为分量.两个向量是相等的，如果相应的分量都 相等; 两个向 
量的和是一个向量，其各分量分别是被加项的相应分量之和. 

引进了两种类型的乘法，两者都对物理有用.第一种类型称为 
数量乘法，是这样定义的 ：把 v 和 v' = a'i+i/J Wk 像通常的多项 
式一样相乘，用“点”作为乘法的符号，令 
(13a) i'i = j»j — k'k = \, 

i»j = j*i = i- k = k*i = j'k = k*j = 0. 

这样，这个乘积不再是向量而是一个实数 
或数量，称为数置积.它具有新的代数特点，因为两个实数或复数 
或四元数的积，永远是我们所从出发的同一类数.数量积的另一奇 
怪性质是当两个因子没有一个是零时它可以是零.例如向置V = 
3«和〆= 6«/ + 7ife 的积就是零. 

两个向量的数量积在代数上新奇的还有另一方面一它不允 
许逆过程.就是说，永远不能找到一个向量或数量 g 使 v/v' = 9 . 
比如说，假如9是一个向量，9 •〆就会是一个数量，因而不等于向 
量 v . 另一方面，假如9是一个数量，则虽然 qv 是 定义成 qaU+ql/j 
+ qd， 却很少有 qa’ = a ， q/b’ = b 及 qc’ = c ， 这里 a，6 和 c 是 v 
的系数.尽管缺乏商，数量积仍是有用的. 







数量积的物理意义直接显 
示如 下：设/是 一个力（图 
32.2), 它的方向和大小用由 O 
到，的线段表示，则这个力推动 
- O 点的物体在一个方向（比如说 
^ 在 op 方向）上的效应（这里 op 
代表向量V),是 OP' 在 0P 上的 
投影或 OP'cos t 这里#是0〆 
和 OP 间的夹角.当 OP 是单位 
长度时， OP' 的投影正好是乘积 v • 〆的值. 

向量的第二类型的乘积，称为向量积，定义如下 ：我们 仍像多 
项式一样将 v 和〆相乘，但这时令 

iXi = j Xj = kXk = 0 t 

(13b) iXj = k t j Xi =- k f jXk = i t kXj =- i , 
kXi — j f iXk =—7. 

于是这乘积，用 vX〆 表示，便是 

vXv = ( be ’ 一 b'c )i + ( ca ’ 一 ac f )j + ( ab * — b'a ) k . 

两个向量的向量积是一个向量,不难证明它的方向是垂直于 
V和V'的方向，且指向是当V通过较小的角度转到〆时右手螺旋所 
指的方向.两个平行向量的向量积是零，虽然没有一个因子是零. 
此外,这乘积像四元数乘积一样不可交换.进一步，它甚至不是结 
合的，例如， ix«/x« /可以表示 （iXWX/ = JkXj =—》•或 iX 
(y x y) = 1 x 0 = 0. 

向量乘法没有逆，因为如果 vSv' 除的商是一个向量<7,我们 
就必然会有 

v = v Xq . 

而无论9是什么，这都需要〆垂直于V ， 但这可能不是出发时的 
情况.假如 g 是一个数量，那么偶然才会有 qa'i + + qc'ife 等 



图 32.2 





于 V. 

像数量积一样，向量积是由物理情况提 出的. 设图 32. 3中的 
OP 和 PP' 是 v 和 v' 的长度和方向.设/是一个力，它的大小和方 
向同 PP' 的一样，力/绕0的力矩的量度是 v X〆的长度，其方向 
通常取 vX〆 的方向. 



图 32. 3 图 32. 4 


向量代数被推广到变向量和向量微积分.例如，变向量 v(f) 
= a(t)i + b(t)j + c(t)k 是一个向量函数，这里 a(t), 6(f) 和 c(t) 
都是£的函数.由 r 的不同值得到的各向量，如果都以 O 作为原点 
画出来(图 32. 4), 则这些向量的终点描出一条曲线.因此数量变 
量£的向量函数所起的作用类似于通常的函数，比如说， 
y = x 2 + 7 f 

对这些向量函数建立的向量微积分完全和通常函数的一样. 

梯度《的概念， 

⑽ ▽ u = |^+ 敦+諍， 

这里“是 ：r，：y 和2的一个数量函数，向量函数 v 的散度为 

(⑸ ▽.-=砮 + 》尝， 

这里 Vl ， ％ 和奶是 v 的分量 .v 的旋度为 

⑽ ▽»©- 卽+ (势 

+ m )*， 




都从四元数抽象出来. 

分析的很多基本定理能用向量形式表示.例如在求解热的偏 
微分方程的过程中， Ostrogradsky® 利用了体积分到曲面积分的 
下列 转换： 

JF (f^ + 岩 + 罢 ) 如 d：ydz = JJ*(Pcos A + Qcos 4 - Rcos i/)dS, 

这里 P, Q， 都是X，： y 和 z 的函数，并且都是一个向量的分量， 
而 A， ^和 v 是曲面 S 的法线的方向余弦， S' 是在左边积分中的立 
体V的边界.这个定理称为散度定理（也称 Gauss 定理和 Ostro- 
gradsky 定理），它能表成向量形 式:设 F 是向量，它的分量是 p， 
0，1?，而||是5的法线方向，则 

(17) JJ ▽ • FdV=|[F. ndS. 

同 Stokes 的定理(它是1854年②剑桥大学作为 Smith 奖的一次考 
试的题目，由他首先叙述)一样，用数量形式表述为 

这里 S 是曲面的任一部分, c 是 S 的边界曲线，而: yU) 和 
zG) 是 C 的参数表 示式. 用向量形式, Stokes 定理可写成 

(18) JjcurlF • «dS = JV • ^d5, 

这里 r(s) 是向量，它的分量是 x(5), y(s)m z(s). 

当 Maxwell 写出电磁学的一些表达式和方程，特别是现在以 
他命名的方程时，他常常把 grad II, div v 和 curl v 中涉及的向量 
的分量写出来.然而 Heaviside 把 Maxwell 方程写成向量形式（第 




28 章 (52)). 

的确，向量和向量函数的演算通常是依靠笛卡儿分量来做的， 
但特别重要的是还要用向量作为单独的实体来思考，用梯度、散度 
和旋度来思考.这些都有直接的物理意义，更不必说有如下的事 
实，复杂的技术步骤能直接用向量来实现，如像人们把 ▽ • («(x, 
y ， z ) X v(or, y , z)) 换成它的等价的式子 v. VXu - u - VXv 
一样.还有，梯度、散度和旋度的积分已被定义，这些定义使这些概 
念与任何坐标定义无关.这样，代替 (14) 我们有，例如 
grad u = lim ^J^wndS, 

这里 S 是体积元 Ar 的边界，而1«是 S 的曲面元 dS 的法线. 

正当向量分析创立的时候及其后，在四元数的拥护者和向量 
的拥护者之间对究竟哪一个更为有用的问题有很多争论.四元数 
主义者迷信四元数的价值，而向量分析的提倡者同样是派性的人. 
一方在 Tah 这些四元数的领头的支持者们之下结成联盟，另一方 
是结盟于 Gibbs 和 Heaviside 之下.关于争论， Heaviside 讽刺地 
评论说，对四元数的处理，四元数是最好的工具.而 Tait 则描述 
Heaviside 的向量分析为“组合了 Grassmann 和 Hamilton 的记法 
的一种阴阳怪物. "Gibbs 的书在促进向量的产生方面证明有不可 
估量的价值. 

这争论最后以有利于向量而解决了.工程师欢迎 Gibbs 和 
Heaviside 的向量分析，虽然数学家们不是这样. 20世纪开始时， 
物理学家也完全信服向量分析是他们所要的东西.有关这课题的 
教科书立刻在所有国家出现，而且现在是标准化的了.最后，数学 
家们也跟着适应了，并把向量方法引进到分析和解析几何中来. 

应当指出物理学对促进创立这样的数学对象，如四元数、 
Grassmami 超复数和向量的影响，这些创造变成数学的一部分，但 
它们的意义远远超出这些新课题的添加•这几种量的引进掲开了 



新的数学前景一不是只有一个实数和复数的代数，而是有很多 
个不相同的代数. 


6. 线性结合代数 

从纯粹代数的观点看，四元数是令人兴奋的，因为它提供了一 
个除了乘法的交换性而外具有实数和复数性质的代数的例子 . 19 
世纪后半期,为了看到能创造出些什么样的变种，同时又要保持实 
数和复数的许多性质，许多超复数系统被大量探索出来了. 

Cayley ①给出了实四元数的一个八单元推广，他的单元是1, 
ei , e 2t ― , e 7 ，具有性质 

^ ^e, =~e i e i , > = 1, 2, — , 7且 * •參入 



以及对三足标的每一个集合循环地进行排列，从这后7个方程得 
到的14个方程，例如 e 2 e 3 = &; = e 2 . 

—个一般的(八元数)数工定义为 

■r = j 0 +xi«i H - hx 7 e 7 , 

这里 x, 是实数.的模 N(x) 定义为 

N ( x ) = xg + jc ? + … + d . 

积的模等于模的积.乘法的结合律一般不成立(和乘法的交换律一 
样)•右除及左除，除去用零除以外，总是可能的并且是唯一的.这 
件事 Cayley 没注意到，而是由 Leonard Eugene Dickson ②证明的. 
Cayley 在以后的文章中给出了另外的超复数的代数，和上面的一 
个有些不同. 


① Phil. Mag. , ( 3 ), 26 , 1845 , 210〜213和30 , 1847 , 257 〜 258 = Coll. Math. 
Papers . 1 , 127 和 301 . 

② Amer. Math. Soc. Tram. , 13 , 1912 , 59 〜 73 . 




Hamilton 在他的 《四元 数讲义 >CD 中还引进了拟四元数，即带 
有复系数的四元数.他指出乘积定律对这些拟四元数不 成立; 即两 
个非零的拟四元数相乘可以为零. 

伦敦的大学学院的数学和力学教授 William Kingdon Clif- 
f 0r d(1845 —1879)，创立了另一类型的超复数②，他也称之为拟四 
元数.设 g 和 Q 是实四元数，又设 w 满足 V = 1,且与每个实四 
元数交换，则是一拟四元数 .Clifford 的拟四元数满足乘法 
的乘积定律，但这乘法不是结合的. Clifford 在后来的工作中引进 
了以他的名字命名的代数 .Clifford 代数具有单元1, e,, ^，…， 
A--1 ，每个单元的平方满足 e? =— 1而 e 而 =—e>e, (t 两个或 

多个单元的每一乘积是一个新的单元，所以有 2" 个不同的单元. 
所有乘积是可结合的，一个型就是一个数量乘上一个单元，而一个 
代数就由型的和与积生成. 

新的超复数系统继续涌现，种类是大 量的. 哈佛大学数学教授 
Benjamin Peirce( 1809— 】880)在一篇 1870年宣读而在 1871 年③ 
以石印形式发表的文章 《线性 结合 代数》 中定义并给出一份当时已 
经知道的线性结合代数概要.线性这个词意味着任何两个原始单 
元的积可化简成这些单元之一，就像四元数中 * •乘 j •用4代替一 
样，而结合这个词意味着乘法是结合的.在这些代数中，加法具有 
实数和复数的通常性质.在这篇文章中 Peirce 引进了幂零元的概 
念，即元素 A 对某正整数”满足= 0,也引进了幂等元的概念， 
即元素 A 对某个”满足4”=九他还证明了 :一个 代数如果在其 
中至少有一个非幂零元,则必具有一个幂等元. 

就在数学家们创立特定的代数的同一期间，在各种这样的代 
数中能有多大自 由度的问題也已经出现在他们面前. Gauss 深信 

① 〗853,p.650. 

② Proc. iMnd. Math. Soc. . 4,1873.381-395 = Coll. Muh. Paper%, 181 ~200 
与 Amer. Jour, of Math. , 1,1878,350 〜 358 = Coll. Muh. . Papers. 266 〜 276. 

③ Amer. Jour, of Math. , 4, 1881, 97—229. 



(Werke. 2, 178) ， 保持复数基本性质的复数的扩张是不可能的.有 
意义的是，当 Hamilton 找寻一个三维的代数来表达空间的向量 
而建立了没有交换性的四元数时，他不能证明三维交换代数不存 
在. Grassmann 也没有这样一个证明. 

在这个世纪的后期，精确的定理才建立起来.1878年， F. 
Georg Fr 0 b e ni US (1849—1917) ①证明了 ：具有 有限个原始单元的， 
有乘法单位元素的实系数(原始单元的）线性结合代数，如服从结 
合律，那就只有实数、复数和实四元数的代数.这个定理也由 
Charles Sanders Peirce(1839 — 1914) 在他父亲的文章的附录②中 
独立地加以证明. Weierstrassl861 年得到另一关键 结果： 有有限 
个原始单元的，实或复系数(原始单元的)线性结合代数，如服从乘 
积定律和乘法交换律，就是实数的代数和复数的代数：大约1870 
年 Dedekind 获得了同样的结果. Weierstrass 的结果发表于1884 
年③而 Dedekind 发表在下一年④. 

1898年 Adolf Hurwitz(1859—1919) ⑤证明了实数、复数、实 
四元数和 Clifford 拟四元数是仅有的满足乘法定律的线性结合代 
数. 

•这些定理是有价值的，因为它们告诉我们，在推广复数系统 
时，如果我们希望至少保持它的某些代数性质，那么我们能期望得 
到什么结果.如果 Hamilton 知道这些定理的话，他就会节省找寻 
三维向量代数的好些年劳动. 



具有有限个或甚至无限个生成(原始)单元以及具有或不具有 
除法的线性代数的研究，几乎到20世纪还继续成为一个活跃的课 
题，如 Leonard Eugene Dickson 和 J. H. M. Wedderburn 那样的 






行列式和矩阵 


第33章 


这就是结构好 的语言 的好处，它的简化的记法常常是深奥 
理论的两枭. 


1.引 言 

虽然行列式和矩阵在19世纪受到很大的注意，而且写了成千 
篇关于这两个课题的文章，但它们在数学上并不是大的改革.向量 
的概念，从数学的观点来看不过是有序三元数组的一个集合，然而 
它以力或速度作为直接的物理意义，并且数学上用它能立刻写出 
物理上所说的事情.向量用于梯度、散度、旋度就更有说服力.同 
样，虽然 dy/d^ 在数学上不过是一个符号.表示包括 Ay/^x 的极 
限的长式子，但导数本身是一个强有力的概念，能使我们直接而创 
造性地想象物理上发生的事情.因此，虽然表面上看，数学不过是 
一种语言或速记，但它的大多数生动的概念能对新的思想领域提 
供钥匙.相反地，行列式和矩阵却完全是语言上的改革.对于已经 
以较扩展的形式存在的概念，它们是速记的表达式.它们本身不能 
直接说出方程或变换所没有说出的任何东西，当然，方程和变换的 
表达方式是冗长的.尽管行列式和矩阵用作紧凑的表达式，尽管矩 
阵在领悟群论的一般定理方面具有作为具体的群的启发作用，但 
它们都没有深刻地影响数学的进程.然而已经证明这两个概念是 
高度有用的工具,现在是数学器具的一部分. 



2. 行列式的一些新应用 

行列式出现于线性方程组的求解(第25章第3节).这个问题 
和消元法、坐标变换、多重积分中的变数替换、解行星运动的微分 
方程组、将三个或多个变数的二次型及二次型束（一个束是 A + 
AB, 这里 A, B 是指定的型，而 A 是参数)化简成标准型，全都引起 
行列式的各种新应用 . 19世纪的工作直接继承于 Cramer, 
Bezout, Vandermonde, Lagrange 和 Laplace 的工作. 

行列式这个词 (Gauss 用以指二次型 or 2 -h2bxy+cy z 的判别 
式)是 Cauchy 把它用于已经出现在18世纪著作中的行列式的. 
把元素排成方阵并采用双重足标的记法也是属于他的.①例如一 
个三阶的行列式写成(两条竖线是 Cayley 在1841年引进的） 

⑴ 

在这篇文章中, Cauchy 给出了行列式的第一个系统的、几乎是近 
代的处理.主要结果之一是行列式的乘法定理. Lagrange ②已经对 
三阶行列式给出了这个定理，但因为他的行列式的行是一个四面 
体的顶点的坐标，他未被引向普遍化.按 Cauchy 的说法（用现代 
记号表达），一般定理为 
(2) IOI 〜卜 U 丨， 

这里和代表”阶行列式，而 q - 就是说，在乘 

积的第 i 行第> 列的项是1〜丨的第I•行和 |的第） 列的对应元 
素的乘积 之和. 这个定理在1812年曾由 Jacques P. M. Binet 
(1786 — 1856) 叙述过但没有令人满意的证明③. Cauchy 还改进了 





Laplace 行列式展开定理，并给了一个证明(第 25 章第3节). 

Heinrich F. Sch er k( 1798—1885) 在他的《数学 论文》 
matische Abhandlungen , 1825 )中 给出了行列式的几个新的性 
质.他建立了只有一行(或列）不同的两个行列式相加的规则和一 
常数乘行列式的规则.他还叙述了，当一个方阵的某一行是另两 
行或几行的线性组合时，其行列式为零，以及三角行列式（主对 
角线以上或以下的所有元素是零）的值是主对角线上的元素的 
乘积. 

在50多年内行列式理论的始终不渝的作者之一是 James 
Joseph Sylvester( 1814-1897). 在贏得剑桥大学数学荣誉会考一 
等第二名后，他仍然被禁止在剑桥大学任教，因为他是犹太人.从 
1841年起到1845年，他是弗吉尼亚 （Virginia) 大学的教授.后来 
他回到伦敦，并从1845年起到1855年担任书记官和律师，他接受 
了在英格兰伍尔芝 (Woolwich〉 军事科学院的比较低的教授职位， 
并在那里任职到1871年.经过一些年的多方活动以后成为霍普金 
斯 （Hopkins) 大学的教授，在那里自1876年起演讲不变量理论， 
他开创了合众国的纯数学的研究，并创办了《美国数学杂志》.1884 
年他回到英格兰,70岁时成为牛津大学教授,并保持职位到去世. 

Sylvester 是一个活泼、敏感、兴奋、热情甚至容易激动的人. 
他的谈话是出色而机敏的,他用火一般的热情介绍他的思想.在他 
的文章中，他使用热烈的语言.他引进了很多新术语，开玩笑地把 
自己比做 Adam(Adam 曾给野兽和花起名字）.虽然他同力学和 
不变量理论等许多不同的领域相联系，但他不爱好系统而彻底地 
做出理论.实际上他频繁地发表猜想，虽然其中许多是出色的，但 
其余的是不正确的.他忧伤地承认，他的大陆的朋友们“在损害他 
的判断力的条件下恭维他的预见力”.他的主要贡献是组合的思想 
和从较具体的发展中进行抽象. 

Sylvester 的重要成就之一是改进了从一个;2次的和一个 m 



次的多项式中消去: r 的方法，他称这为析配消元法 （dialytic me- 
thod) ①.例如，为消去方程 

a 0 x 3 + a \ X 2 + a 2 x + a 3 = 0, 
b 0 x 2 -\~bix + b 2 — 0 
中的 X, 他形成五阶行列式 

a 0 fli a 2 a 3 0 

0 a 0 ai a 2 a 3 

(3) b 0 bi b 2 0 0 

0 b 0 b , 0\ 

0 0 b 0 b x b 2 I 

这个行列式为零是这两个方程有公共根的必要充分条件 .Sylves¬ 
ter 没有给出 证明. 这方法，如 Cauchy 所证明的②，引导到 Euler 
和 Bezout 方法的同样结果. 

当行列式的元素是/的函数时，它的导数的公式首先由 Jaco- 
bi 在1841年给出③.设〜是 z 的函数，冯是〜的余子式, D 是行 
列式，则 

dD / 

a7 = 

这里撇表示对 r 的微商. 

行列式被应用到另一方面,即应用到多重积分的变数替换中. 
首先由 Jaa)bi(1832 和1833年）找到一些特殊的结果.后来 



所熟悉的结果.例如二重积分 

(4) y)dxdy 
在变数替换 

(5) 0： = /(“ ， v)，y 篇 g(u, v) 

下成为 

(6) |Jg(m, : v |d«dv, 

这里 G(«, V ) = F(x(«, v) t y(u, v)). (6) 中的行列式称为 x, y 
关于 t ； 的 Jacobi 行列式或函数行 列式. 

Jacobi 对于函数行列式专门有一篇重要文章®.在此文中， Ja- 
cobi 考虑了 n 个函数 mi , m 2 ，…，•，其中每一个都是 xi , 
x 2 ，…， A 的 函数； 他提出问题，问什么时候从这; z 个函数能消去 
■r, 使得这些 《,• 用一个方程联系起来.如果这不可能，就称函数 u,_ 
是无关的.答案是，如果 A 关于: c, 的 Jacobi 行列式是零，则函数 
不是无关的，反之也对.他还给出了 Jacobi 行列式的乘积定理，即 
如果 u, 是: y, 的函数，而: y, 是 x, 的函数，则私关于之,的 Jacobi 行 
列式是关于力的 Jacobi 行列式和: y. 关于 o •，的 Jacobi 行列式 
的乘积. 


3. 行列式和二次型 

将二次曲线和二次曲面的方程变形，选有主轴方向的轴作为 
坐标轴以简化方程的形状，这个问题是在18世纪中引进的.当方 
程是标准型即主轴是坐标轴时，二次曲面用二次项的符号来进行 
分类，这是 Cauchy 在他的 《几何 中无穷小演算的应用 教程》 
( l^conssur les applications du calcul infinitesimal a la geometrie , 



1826) ①中给出的.然而，那时并不清楚，在化简成标准型时，总得 
到同样数目的正项和负项 .Sylvester 回答了这个问题，利用了他 
关于„个变数的二次型的惯性定律早已知道， 

(7) ^aoXiXj 
总能用具有非零行列式的性变换 

Xi = ^jbayj , I = 1, 2, •••, w 

化成 r 个平方项的和 (2/: 

(8) y\ H - \-y 2 , — y]+\ - y]-,. 

Sylvester 定律说，正项的个数 s 以及负项的个数『一3总是不变 
的，不管用的是什么实变换. Sylvester 把这定律看成是自明的，没 
有给出证明. 

这定律被 Jacobi 重新发现和证明了®设一个二次型对变数 
的所有非零的实值都取正值，就称它为正定的;如对上述变数它能 
取正值或零，就称为半 定的； 而当取值永远是负的或0时就称为负 
定的，这些术语是 Gauss 在他的 《算术研究》 中加以引进的（第271 
节). 

二次型化简的进一步研究涉及二次型或行列式的特征方程的 
概念. 三个变数的二次型在18世纪和19世纪前半期通常是写成 
Ar 2 + % 2 + Cz 2 + 2Dxy + 2Exz + 2Fyz , 

而在近代则写成 

(9) a u x 2 i +a u x\ +a 33 xl + 2a n x\Xt + 2a l3 xix 3 + 2a 2 3X Z x 3 . 
在二次型的后一种记法中曾把它同行列式 



相联系.二次型或行列式的特征方程或本征方程是 
Uii — A a 12 ai3 I 
(11) 卜 i a 22 —A a 23 =0 ， 

I a 3t a32 a 33 — A I 

满足这个方程的值 A 称为特征根或本征根.由 A 的这些值能立刻 
获得主轴的长度①. 

特征方程的概念隐含地出现在 Euler 的化三个变数的二次型 
到它们的主轴上去的著作中②，虽然他对特征根的实性缺乏证明. 
特征方程的概念首先明确地出现在 Lagrange 关于线性微分方程 
组的著作中③，也出现于 Laplace 在同一领域的著作中④. 

Lagrange 在处理他那时代已经知道的六大行星的运动微分 
方程组时，涉及到这些行星相互作用的长期微扰.他的特征方程 
(也称长期方程)联系于一个六阶行列式，而 A 的值确定了微分方 
程组 的解. 他会分解这六次方程并且获得了根的情况. Laplace 在 
他的 <天体 力学》 中证明了，如果这些行星都沿同一方向运动，则这 
六个特征根是实数且各不相同.三个变数的二次型的特征值的实 
性是由 Hachette, Monge 和 Poisson 建立的⑤- 

Cauchy 从 Euler, Lagrange 和 Laplace 的著作中认识了共同 
①型 （9) 可以通过一个线性变换; r' = <«'. i = 1. 2. 3) 化简成 

IJW *, 这里心是 （in 的特征根.用矩阵语言说，变换的矩阵 m 是正 交的； 即 m 的 



的特征值问题.在他1826年的《教 程》 ①中着手研究化简三个变数 
、的二次型的问题，并证明了特征方程在直角坐标系的任何变换下是 
不变的.三年后在他的《数学练习》 t/e •mathhnatiques 
中，他开始研究行星轨道的长期不等式的问题.在这工作的过程 
中，他证明了”个变数的两个二次型 

A = 全 W” B = '^biiX.Xj 

(Cauchy 的是平 方‘) 能用一个线性滏4 



Xn = C nX x\ H - 

同时化成平方和.他还解决了对任何多个变数的二次型找主轴的 
问题，在这工作中，他再次用到特征根的概念. 

他的工作总括如下 :设 A 和 B 是任两个给定的二次型，于是能 
考虑二次型束 oA +通，这 儿“和 p 考任意参数.束的本征根是比 
一 Vr; 的一些值，这些值使束的行列式 I uA-\-x£ | 为零 .Cauchy 证 
明了束的本征根在如下的特殊情况下全为实数，即当其中一个二次 
型对变数的所有非零实数值是正定的情况•因 mA +通的行列式是 
对称的（坞= d h ) ，而 B 可以是单位行列式（岣=0对:•关） ，而心 
=1 ). Cauchy 证明了，任何阶的任何一个实对称行列式都有实特征 
根. Cauchy 的结果在1834年由 Jacobi ③所重复，排除了有相等本征 
根的情况.特征方程这个术语是属于 Cauchy 的④. 

相似行列式的概念也产生于变换的 研究. 两个行列式 A 和 B 
是相似的，如果存在一个非零行列式 P 使 A = Cauchy 考 




察了相似变换，在 1826 年的《教程》①中，他证明了它们有相同的 
特征值.相似变换的重要性在于将投影变换分类（第38章第5 
节），这是一个长期以来被综合处理的问题.设一个图形 F 是用线 
性变换 A 同图形 G 相联系，并设另一个这样的变换 B 变 F 到 F', 
变 G 到 G' 则变 F' 到 G' 的变换 C 将和 A 有同样的性质.变换 C = 
BA 『 1 ，这是由于 B _ 1 变，到 F ， A 变 F 到 G ，而 B 变 G 到 G /的 
缘故. 

1858年 Weierstrass® 对同时化两个二次型成平方和给出了 
一 个一般的方法.他还证明了，如果二次型之一是正定的，那么，即 
使某些特征根是相等的，这个化简也是可能的 .Weierstrass 对此 
问题的兴趣是由围绕平衡位置的小振动的动力学问题引起的，他 
用他关于二次型的工作证明了稳定性并不因该系统的相等周期的 
出现而受到破坏，这与 Lagrange 和 Laplace 的假设相反. 

Sylvester 在1851年③研究二次曲线和二次曲面的切触和相 
交时需要考虑这种二次曲线和二次曲面束的分类.特别地，他找寻 
任何束的标准型，把束写成形式 A+AB， 这里 

A = ax 2 +by 2 +cz 2 -h 2dyz + 2ezx ~h 2/xy t 
B = Ar 2 +By+Cz 2 + 2Dyz-h 2Ezx + 2Fxy, 

他考察了行列式 

U + AA / + AF e+XE I 
(12) / + AF b-\-\B d + XD \. 

U + A£ d+XD c fAC I 

他的分类方法引进了初等因子的 概念. A+AB 的行列式的元素是 
A 的多项式 .Sylvester 证明了，如果 | A+AB 丨的任一阶的全部子 
式有一个公共因子 A+ e, 则当 A 和 B 经它们变数的一个线性变 
换同时变换以后,这个因子将仍是同样子式组的公共因子.他还证 


① (Euvres, (2),5,244-285. 

② Monatsber. Berliner Akad. , 1858,207 〜 220 = Werke , 1.233 〜 246. 

③ Phil. Mag. , (4),1,1851,119-140 = Coll. Math. Papers, 1,219 〜 240. 



明了，如果全部〗阶子式有因子 （A+e) a ，则 (i + h) 阶子式将包含 
因子 (A+ € )<* +1)a . 对每个 M 阶子式的最大公因子 D,(A) 中所出现 
的各线性因子的方幂是丨 A+ABI 的或任何一般行列式 A 的初等 
因子.对每个被 A-tU) 所除的商称为丨 A + AB 丨的不变 
因子. Sylvester 没有证明不变因子组成两个二次型的不变量的完 
全集. 

Weierstrass® 完成了二次型的理论并将其推广到双线性型， 
双线性型是 

«nxi3»i +a n J：iyz H - 

用 Sylvester 初等因子的概念， Weierstrass 得到束 A+W 的标准 
型，这里 A 和 B 不一定是对称的，但服从于 IA+AB I不恒等于零 
的 条件. 他还证明了属于 Sylvester 的一个定理的逆.这逆定理说， 
如 A+AB 的行列式同 A'+AB' 的行列式的初等因子一致，则能找 
到一对线性变换同时将 A 变到将 B 变到 B'. 

在行列式的大量的定理中，有一些涉及到”个未知数 m 个线 
性方程 的解. Henry J. S. Smith(1826 — 1883)© 引进了增广矩阵 
和非增广矩阵的术语，例如，来讨论方程组 
(a x x-\-a 2 y = / 

\b x x + bzy = g 
^C\X-\-c t y = h 

的解的存在性和个数.增广矩阵和非增广矩阵是 



有很多人，包括 Kroneckei ■和 Cayley 在内，作出的一系列结果引 
导到现在用矩阵来叙述的一般结果，但在19世纪中叶它们是用增 




广和非增广行列式来叙述的.关于》个未知数 m 个方程， m 可以 
大于、等于或小于；!,方程可以是齐次的（常数项为零），或非齐次 
的，其一般结果叙述在（例如) Charles L. Dodgson(Lewis Carroll, 
1832 — 1898) 的 《行列 式的初等理论 >(A« Elementary Theory of 
Determinants t 1867) 中.在上面的课本中可发现现代的条件 :为使 
n 个未知数的 m 个非齐次线性方程的方程组是相容的，必要而充 
分的是，在非增广和增广矩阵中的最高阶非零行列式是同阶的，用 
矩阵的语言来说就是两个矩阵的秩相同. 

整个I 9 世纪都得到行列式的新结果.作为一个例证，可举 
Hadamard 在1893年①证明的一个定理，虽然这定理在此以前及 
以后有很多人知道和证明过•设行列式 D=| % | 的元素满足条 
件丨％ |<A, 則 

I D |< A- • n^ 2 . 

行列式的以上各定理只是已建立的大量定理中很少的样本. 
在一般行列式的大量其他定理之外，还有成百个有关特殊形式行 
列式的其他定理，这些特殊形式中有对称行列式 （ 〜% ) ，斜对 
称行列式=_«,)，正交行列式(正交坐标变换的行列式），加 
边行列式（由添加一些行和列扩大而成的行列式），复合行列式(元 
素本身是行列式），以及其他很多特殊类型的行列式. 


4 .矩 阵 

可以说矩阵这个课题在诞生之前就发展得很好了.我们知道， 
行列式的研究开始于18世纪中叶以前.行列式包括一个数字方 
阵，通常总是涉及这个方阵的值，就是由行列式的定义所给出的 
值.然而从行列式的大置工作中明显地表现出来的是，对于很多目 
的，方阵本身都可以研究和使用，不管行列式的值是否与该问题有 




关.于是，仍然需要认识方程本身应该有与行列式无关的本性.方 
阵本身称为矩阵.矩阵这个词是 Sylvester® 首先使用的，这是发生 
在他实际上希望引用数字的矩形阵列而又不能再用行列式这个词 
的时候，虽然那时他仅仅涉及到由矩形阵列的元素所能形成的那 
些行列式.后来，如我们在上一节中看到的，在根本没有说到矩阵 
时增广矩阵就自由地使用了.矩阵的基本性质，如我们将要看到 
的，也是在行列式的发展中建立起来的. 

确实如像 Arthur Cayley 所坚持的（在下面引证的1885年的 
文章中)那样，在逻辑上，矩阵的概念先于行列式的概念,而在历史 
上次序正相反.这就是为什么在矩阵引进的时候它的基本性质就 
已经清楚了的原因.因此，当数学家们预言矩阵概念的可能的用途 
时，有一个普遍的印象是错误的，即矩阵是由纯数学家发明的有高 
度创见的独立创造.由于矩阵的应用已很好地建立，这使 Cayley 
想起要把它们作为不同的实体引进.他 说:“ 我决然不是通过四元 
数而获得矩阵概 念的; 它或是直接从行列式的概念而来，或是作为 
—个表达方程组 

\x = ax +by 

1 = cx -\-dy 

的方便的方法而 来的. ”就这样他引进了矩阵 



它代表了这个变换的主要 信息. 因为 Cayley 是首先指出矩阵本身 
的，而且关于这个题目首先发表了一系列文章，所以他一般地被归 
功为矩阵论的创立者. 

Cayley 1821年生于一个古老而有才能的英国家庭，在学校中 
他就显示了数学才能.他的老师说服他的父亲送他到剑桥，而不要 
让他做家务.在剑桥他是数学荣誉会考的 -- •等第一名，并获得 



Smith 奖.他当选为剑桥的三一学院的研究员和助理导师，但 3 年 
后由于必须担任圣职而离开.他转向法律并在这个职业上花费了 
后来的15年.这期间他用了可观的时间搞数学，并发表了近200 
篇文章.也是在这时，他和 Sylvester 开始了长期的友谊和合作. 

1863年，他被任命为剑桥新创立的 Sadler 数学教授.除去 
1882年受 Sylvester 的聘请在霍普金斯大学以外，他一直在剑桥， 
直到1895年逝世为止.他在各个课题上都是多产的作者和创造 
者，特别是在 〃维解 析几何、行列式理论、线性变换、斜曲面和矩阵 
论方面•同 Sylvester —起,他是不变量理论的奠基人.由于这大量 
的贡献，他获得很多荣誉. 

和 Sylvester 不一样, Cayley 是一个性情温和、冷静判断和沉 
着的人，他慷慨地帮助和鼓励别人.在法律方面的良好工作和数学 
上的巨大成就以外，他还找时间培养兴趣于文学、旅行、绘画和建 
筑学. 

同研€线性变换下的不变量(第39章第2节)相结合, Cayley 
首先引进矩阵以简化记号①.这里他给出一些基本概念.接着是他 
关于这个课题的头一篇重要文章《矩阵论的研究报告》②. 

为简单起见，我们就2 X 2矩阵或3 X 3矩阵来叙述 Cayley 的 
一些定义，虽然这些定义是用于 n X «矩阵并在某些情况下用于长 
方形矩阵的.两个矩阵相等，如果他们的对应元素相等. Cayley 定 
义零矩阵和单位矩阵为 

f 0 0 0 1 f 1 0 0 1 

0 0 0 和 0 1 0 • 

lo 0 0 } lo 0 lj 

定义两个矩阵的和为这样的矩阵，它的元素是两个相加矩阵的对 
应元素 之和. 他注意到这个定义可用于任何两个 m X w 矩阵，且加 



法是可结合和可调换的（交换的).若 m 是一个数而 A 是一个矩 
阵，则 mA 被定义为这样的矩阵，它的每一个元素都是 A 的对应 
元素的 m 倍. 


Cayley 直接从两个相继变换的效应的表示作出两个矩阵乘 
法的定义.例如，设变换 

x = a u jc + a u y t 

y = OLi\X-\-a n y, 

后跟着变换 x = bnx ' + b n y y 

y = b 2l x ^-bzzy , 

则 •/, / 和工，: y 之间的关系由下式 给出： 

工 ” = (厶 11 flu +b X2 azi )x+{b n a\z +b\ 2 azz)y t 

y' — +6 22 a 2 i )x+ (6 21 a l2 +bt20.n)y. 

因此 Cayley 定义两个矩阵的积为 

^121 fail ai2 ]_ \ b nan-\-b n a n 6 u a 12 + 6 l2 a 22 j 

1 办 21 b n ) [ a 2 l a 22 J 1^21^11 +^22 <*21 621^12 +622022 J " 
即元素 Q 是左边因子的第*•行元素和右边因子的第 j 列对应元素 
乘积之和.乘法是可结合的，但一般不可交换. Cayley 指出， m X W 
矩阵只能用 ” X /> 矩阵去乘. 

在同一篇文章中，他叙述了 

| a , 6， c 

k , b \ / 

b \ c n 

的逆为 


I 9 a V , 3 U V, 3 a -V] 

a f v ，々▽，々▽ j 

这里▽是矩阵的行列式 ，而心 ▽是: r 在这行列式中的余子式，即 x 
的子式带上适当的符号.一个矩阵和它的逆的乘积是单位矩阵，用 
/表示. 




当 ▽ = 0时，矩阵是不定的(用现代术语来说，是奇异的），因 
而没有逆. Cayley 断言，两个矩阵的乘积可以是零，而无须其中有 
—个为零，只须其中之一是不定的.实际上, Cayley 是 错的； 两个 
矩阵都必须是不定的才行.因为假如 AB = 0，A 关 0，B 关 0. 且仅 
A 是不定的，那么 B 的逆，即 B— 1 存在，因而 ABB- 1 = 0 • F* 1 = 0. 
但 BB 1 = J ，因此 A/ = 0或 A = 0. 

折转矩阵(转置或共轭)定义为这样的矩阵，矩阵中行和列对 
换.给出陈述说(但没有证明= ATM'!/, 这里撇 （'） 表 
示转置.如果 M' = M, 则 M 称为是对 称的; 如果 M'=—M， 则 M 
是斜对称的(或交错的).任何一个矩阵可表成一个对称矩阵和一 
个斜对称矩阵的和. 

从行列式理论中带来的另一个概念是方阵的特征方程.对于 
矩阵 M， 它定义•为 

I M~xl 丨 = 0 ， 

这里丨 M-xI\ 是矩阵 M —工/的行列式，而 J 是单位矩阵.例如设 



则特征方程 (Cayley 不用这术语，虽然它是由 Cauchy 引进用于行 
列式的[第3节])是 

(13) x 2 — { a -\- d ) x -\- {ad — be ) = 0. 

这方程的根是矩阵的特征根(特征值). 

在1858年的文章中, Cayley 宣告了一个结果,现在称为任意 
阶方阵的 Cayley-HamiUcm 定理. 这定理说，在 （13) 中用 M 代替 
: c, 则得到的矩阵是零 矩阵. Cayley 说他曾对3 X 3情况验证了这 
定理，又说进一步的证明是不必要的. Hamilton 与这定理的关系 
是根据下述事实，即在他的 （四 元数 讲义》 ①中在引进向量 r 的线 
性向量函数〆的概念时，涉及到从: c, : y 和2到/，；/和 z '的一个 




线性变换.他证明这个变换的矩阵满足它的特征方程，虽然他不想 
正式用矩阵语言来表述. 

别的数学家发现了一些矩阵类的特征根的特殊性质. Her- 
mite ①证明了，如矩阵从=，则特征根是实数，这里 AT 是将 
M 的每个元素用它的共轭复数代替后，再转置得到的矩阵 （这样 
的矩阵 M 现在称为 Hermite 矩阵).1861年 Clebsch ②从 Hermite 
定理推导出，实斜对称矩阵的非零特征根是纯虚数.后来 Arthur 
Buchheim ③ (1859—1888) 证明了，若 M 是对称的，且元素是实数， 
则特征根是实数，虽然 Cauchy ④已对行列式建立了这个结果. 
Henry Taber(1860—?) 在另一篇文章⑤中作为显然的事实断言： 
设 

工” 一 -f- 一…士 m n = 0 

是任一方阵 M 的特征方程，则 M 的行列式是，如果把矩阵的 
主子式理解为这样的子式的行列式，这些子式的对角线是矩阵 M 
的主对角^的一部分，则 m ••是£阶主子式 的和. 于是特别地， 
是主对角元的和，它也是特征根的和.这个和称为矩阵的迹 .Ta- 
ber 的断言是由 William Henry Metzler(1863—?) ⑥给出证明的. 

Frobenius ⑦对于特征方程提出了一个问题，他要找最小多项 
式，即矩阵所满足的次数最低的多项式.他说，它是由特征多项式 
的因式所形成的，而且是唯一的•直到1904年⑧， Kurt Hensel 
(1861—1941) 才证明了 Frobenius 的唯一性的 结论. 在同一篇文 
章中， Hensel 还证明了，如 /(x) 是矩阵 M 的最小多项式，而 g { x ) 



是矩阵满足的任一其他的多项式，则/(I)整除 g ( x ). 

矩阵的秩的概念是由 F r0 b en ius<!^ 1879年引进的，虽然是 
联系到行列式而说的.一个 m 行 n 列矩阵(阶为 mX « )有所有走 
阶(从1阶 (A 的元素本身）到包括两个整数 m 和 n 中的较小者 
在内的所有的阶）子式 .一 个矩阵的秩为 r 当且仅当它至少有一 
个 r 阶子式其行列式不为零，而所有高于 r 阶的子式的行列式都 
为零. 

两个矩阵 A 和 B 可用各种方式相联系.如果存在两个非奇异 
矩阵1/及V使 A = UBV , 则称它们等价. Sylvester® 曾在他的关 
于行列式的著作中 证明: B 的 f 行子式的行列式的最大公因子， 
等于 A 的/ 行子式的行列式的最大公因子 后来 H. J.S. 
Smith® 在研究整数元素的矩阵时，证 明了： 每个秩为^的矩阵 A 
等价于对角矩阵，其元素沿主对角线向下排列是 /i 2 , …，~， 
且心整除 Aw. 商心=式， A 2 =4/4，…，称为 A 的不变因子. 



(这里 A 是素数），这些不同的方幂是 A 的初等因子.不变因 
子确定初等因子，反之亦然. 

不变因子和初等因子的概念，是从 Sylvester 和 Weierstrass 
的行列式的工作中产生的（如早先指出的），它们是被 Frobenhis 
在1878年的文章中带到矩阵中来的.不变因子和初等因子的意义 
在于••矩阵 A 等价于矩阵 J3 当且仅当 A 和 B 有相同的初等因子 
或不变因子. 

Frobenius 在1878年的文章中对不变因子做了进一步的工 
作,然后以合乎逻辑的形式整理了不变因子和初等因子的理论④. 


1878 年文章中的工作使 Frobenius 能给出 Cayley-Hamilton 定理 
的第一个一般性的证明，且对矩阵的本征根（特征根)有_些是相 
等的情况修改了这个定理.在这篇文章中，他还证明 了：当 
AB l = 时，这时有确定的商则 （A/B)— 1 = B/A, 还 

证明了 （A- 1 ) 1 * = (A 7 )- 1 ， 这里是 A 的转置. 

正交矩阵这个课题曾受到很大的注意.虽然这术语在1854 
年①就由 Hermite 使用了，但直到1878年才由 Frobenius 发表正 
式的定义(看前面的参考书目）.矩阵 M 是正交的，如果它等于它 
的转置的逆，即如果 M= (A^r 1 . 除定义外, Frobenius 证明了， 
如 S 表示一个对称矩阵， T 表示一个斜对称矩阵，则正交矩阵总 
能写成形式 （S—DAS+T), 或更简单地写为 (J-T)/(/+T). 

像矩阵论的许多其他概念一样，相似矩阵的概念，起源于行列 
式的早期研究工作，早至 Cauchy 的 工作. 两个方阵是相似的，如 
果存在一个非奇异矩阵 P 使 B = P-*AP. 两个相似矩阵的特征 
方程是相同的，因而有相同的不变因子和初等因子.对复元素的矩 
阵, Weierstrass 在他1868年的文章中证明了这个结果（虽然是对 
行列式做的).由于一个矩阵代表一线性齐次变换，所以相似矩阵 
可看成代表同一个变换，只是参考于两个不同的坐标系. 

用相似矩阵和特征方程的概念, Jordan ②证明了矩阵可变到 
标准型.设矩阵•/的特征方程是 

/(A) W+W 1 + …+6” = 0, 

且设 fix) = (A - y»(X - A 2 y* —(A - X t )% 

这里 L 是互不相同的，则令 




表示一个 A 阶矩阵. Jordan 证明了 J 可以变换到一个相似矩阵， 
它具有形式 

U^ 0 0-01 

0人0…0 


lo 0 0 - J k ) 

这就是矩阵的 Jordan 标准型或法式. 

Frobenius 在他1878年的文章中用逆步变换的名称处理了 A 
到 B 的相似变换.在同一论述中他处理了合同矩阵或同步矩阵的 
概念.这告诉我们，如果 A = P T BP ，则 A 与 B 合同，写成 A 
例如将矩阵 A 的同样的行和列同时进行对换，所得到的矩阵 A 的 
变换就是合同变换.还有，秩为 r 的对称矩阵 A 可以用合同变换 
化简成同秩的对角 矩阵; 即 

dn 0 

0 d 2Z 

P T AP = 

0 0 


{ 0 0 … 0 … oj 

关于合同变换，有很多基本的定理.例如，设 S 是对称的，而 S, 合 
同于 S， 则 S, 是对 称的; 设 S 是斜对称的，则 Si 也是斜对称的. 

Metzler ■于1892年发表在《美国数学 杂志》 上的文章中引进了 
矩阵的超越函数，把每个这样的函数写成矩阵的幂级数.他对 e M ， 
e" M ,logM, sinM 和 sirTW 建立了级数.例如 

e M = 

矩阵论的分支是很 多的. 矩阵已用来表示二次型和双线性型. 
这样的型化简成简单的标准型是关于矩阵不变量工作的核心.它 


0 … 0 
0 … 0 

d „ … 0 







们还与超复数紧密联系，而 Cayley 在他1858年的文章中建立了 
把超复数当作矩阵来看待的思想. 

行列式和矩阵两者都已经被推广到了无限阶.无限阶行列式 
已出现在 Fouriei •的工作中，用以确定一个函数的 Fouriei ■级数展 
开的系数(第28章第2节），也已出现在 Hill 关于常微分方程的 
解的工作中（第29章第7节).关于无限阶行列式的零星的文章写 
于这两篇杰出的19世纪的研究工作之间，但重要的活动推迟到 
Hill 的时候. 

无限阶矩阵隐含地及明显地包含在 Fourier，Hill 和 Poincare 
的著作中, PoincaM 完成了 Hill 的工作.可是研究无限矩阵的巨 
大动力是来自积分方程的理论(第45章).我们不能给无限阶行列 
式和矩阵提供篇幅了①. 

在矩阵的初等的工作中，元素是通常的实数，虽然为了数论的 
好处，限制于整数元素做了大量的工作.然而，它们可以是复数并 
且的确可以是许多别的量.自然，矩阵本身所具有的性质依赖于元 
素的性质 . 19世纪末和20世纪初的研究已经专门针对元素属于 
抽象域的矩阵的性质.近代物理的数学机械中的矩阵论的重要性 
在这儿不能再谈了，但关于这一方面联系到 Tait 所作的预言是有 
趣的，他说 : “Cayley 正为未来的一代物理学家锻造武器 




第 34 章 


19世纪的数论 


Fouriei •确实有过这样的看法，认为数学的主要目的是公众 
的需要和对自然现象的 解释; 但是像他这样一个哲学家应 
当知道，科学的唯一目的是人类精神的光荣，而且应当知 
道，在这种观点之下，数[论]的问题和关于世界体系的问題 
具有同等价值. 

C.G.J. Jacobi 


1.引 言 

直到19世纪，数论还只是一系列孤立的结果，虽然这些结果 
常常是光辉的•一个新的纪元是从 Gauss 的《算术探讨 

①开始的，这部书是他20岁时 写的. 这部伟 
大的著作曾在1800年寄到法国科学院而被拒绝，但 Gauss 自己把 
它发表了 •在这部书中，他把记号标准化了，把现存的定理系统化 
并推广了，把要研究的问题和攻题的已知方法进行了分类，还引进 
了新的方法.在 Gauss 关于数论的著作中有三个主要思想 ：同余 
的理论，代数数的引进，以及作为 Diophamine 分析的指导思想的 
型的理论.这部著作不仅是现代数论的开始，而且还确定了直到目 
前为止有关这一课题的工作方向. 《探 讨》难读，但 Dirichlet 作了 
解释. 

在19世纪另一重要的发展是解析数论，它除了应用代数去处 
理涉及整数的问题外，还用了分析.这一革新的领导人是 Dirichlet 
和 Riemann. 



虽然同余的概念不是从 Gauss 开始的一它出现在 Euler, 

Lagrange 和 Legendre 的著作中-但是 Gauss 在《探 讨》 的第一 

节引进了同余的记号，并在此后系统地应用了它.基本思想是简单 
的.数27以4为模同余于3, 

27 = 3 modulo 4, 

因为 27 — 3恰被4整除.（字 modulo 常常简写为 mod.) —般地说， 
当6和 m 是整数时，如果 a —6( 恰)被 m 整除，或者如果^和6 
被 m 除时具有相同的余数，那么 

a = b modulo m. 

这时就说 6 是 a 的模 m 剩余，或者《2是6的模 m 剩余.正如 Gauss 
所指出的，对固定的 a 和 m， 以 m 为模的 a 的一切剩余由 
给出，这里 A = 0, 士 1, 士 2,… 

关于相同模的同余式，在某些范围内能像方程式那样处理.这 
种同余式可以相加、相减和相乘.也可以求包含未知量的同余式的 
解•例如, x 的什么值满足 

2 x = 25 modulo 12? 

这个方程没有解，因为是偶数而 2x-25 是奇数，所以 2x-25 
不可能是12的倍数.多项式同余式的基本定理已由 Lagrange ①建 
立了， Gauss 在第二节对它重新作了证明.一个《次同余式 
Ax" + Hr"— 1 + …+ Mr + N s 0 modulo p 
不可能有多于”个互不同余的根，其中模是素数，它不能整 
除 A. 

在第三节 Gauss 开始处理幂的同余式.在这里他用同余式的 
术语给了 Fermat 小定理一个 证明； Fermat 小定理用同余式的术 



语叙述就是 :若/■是 素数而 《 不是 P 的倍数，则 
a p ~ l ^ 1 modulo p. 

这个定理从他对高次同余式，即对 

x" = a modulo m 

的研究中推出，这里“和饥是互素的.这个题目被 Gauss 之后的 
许多人继续研究着. 

《探 讨》的第四节讨论平方剩余.如果/»是一个素数，而 a 不 
是 P 的倍数，并且如果存在一个工，使得 x 2 = a mod/N 则^是户 
的平方剩余;否则《是/>的平方非剩余.在证明了一些关于二次 
同余式的次要的定理之后，出了二次反转定律的第一个 
严密证明（第25章第4节).虽然1783年， Euler 在他的 《分 析短 
论》的一篇论文中已经给出了像 Gauss 一样完全的叙述，但是 
Gauss 在他的 《探讨 >的论文第151条中说，没有一个人以他那样 
简单的形式提出过这个定理.他参考了 Euler 的其他著作，其中包 
括 《短论 >中的别的论文，还参考了 Legendrel785 年的著作.关于 
这些论文， Gauss 正确地指出，证明都是不完全的. 

据推测， Gauss 在1796年当他19岁时已经发现了这个定律 
的证明.在《探讨》中他给出了另一个证明，以后他又发表了四个别 
的证明.在他未发表的论文中还找到另外两个证明. Gauss 说他找 
了许多证明，因为他希望找出一个能够建立双二次反转定律的证 
明（见下面).二次反转定律是同余式中的一个基本结果, Gauss 把 
它誉为算术中的宝石.在 Gauss 给出他的各个证明之后，后来的 
数学家给出了 50个以上的其他证明. 

Gauss 还讨论了多项式的同余式.如果 A 和 B 是: c 的两个多 
项式，不妨设是实系数的，那么人们知道，可以唯一地找到多项式 
<3和尺，使得 

A = B • Q + 尺， 

式中的次数比 B 的次数低.这时就能说，多项式 A, 和烏以第 



三个多项式 P 为模是同余的，只要它们被 P 除时具有相同的余 
式尺. 

Cauchy 用这种思想 ® 通过多项式的同余式去定义复数.如果 
/(x) 是一个实系数多项式，用 _r 2 + 1去除它，因为余数要比除数 
的次数低，这时就有 

/( jc ) = a + hx mod x z + 1. 

根据除法的步骤知道，这里的 a 和6 —定是实数.如果 g(x) 是另 
一个那样的多项式，则 

g(x) = c + <ir mod x 2 -f-1. 

现在 Cauchy 指出，如果 A, ， A 2 和 B 是多项式，而且如果 
A, ^BQ.-hR , 和 A 2 = BQ 2 +R 2 , 

则 +A z ^R t +R z modB 和 A,A 2 = J?,i? 2 mod B. 

现在我们立刻可以看出 

/(:)+ gM = (a-hc) + (b-hd)xmodj： 2 + 1, 

并且因为 x 2 ^ — lmod jt 2 + 1，还有 

/(jc)g(x) = (ac — bd) + (ad +bc)x mod x 2 + 1. 

于是，数 a+fer* C + 办像复数一样结合起 来了； 也就是说，它们 
具有复数的形式上的性质, x 取代了 i 的位置. Cauchy 还证明了， 
每一个模/ + 1不同余于0的多项式以 >r) 都有逆，即存在多项式 
A (工)使得 AUkU) 模 x 2 + 1同余于 1. 

Cauchy 确实引进了 i 去代替 _r ，对他来说 f 是一个实的未定 
量.然后他证明了对任何 

/(*’）= a 0 + ai *-f- a z i z H - 

都有 /(*’） 三0。—“2+«4 —… + (ai —a 3 +a s - )*' mod * 2 + l. 

因此任何包含复数的表达式看起来就同 c +出这种形式一样，而 
人们是拥有对复数奏效的 一切必 需的工具的.于是对 Cauchy 而 


言,以他对 / 的理解 d 的多项式取代了复数，并且人们可以把对模 
i 2 -fl 有相同余式的所有多项式归入同一类.这些类就是复数. 

有趣的是，在1847年 Cauchy 还对0怀有疑惧•他说 ：“在 
代替了虚数论的代数等价论中，字母 i 不再表示符号^/二 T， 我们完 
全拒绝了这个符号，并且我们能够毫无遗憾地放弃它，因为人们既 
不知道这个想像的符号表示什么，也不知道它意味着什么.相反， 
我们用字母 i 表示一个实的但却是未定的量，并且在用符号=代 
替=的同时，我们把所谓虚方程变换为对于变量〖和对于除数* 4 
+ 1的代数等价关系.因为这个除数在一切公式中都一样，所以可 
以不写它 . ” 

在这个世纪的20年代 Gauss 着手研究可应用于高次同余式 
的反转 定律. 这些定律又涉及到同余式的剩余.例如对于同余式 

X 4 三 g mod p t 

如果存在 x 的一个整值满足这个方程，人们就可以定义 q 作为 
的一个双二次剩余.他得到了双二次反转定律(见下面)和三次反 
转 定律. 这方面的许多工作出现在从1808—1817年的论文中，而 
关于双二次剩余的正式定理是在1828年和1832年①的论文中给 
出的. 

为了使他的三次和双二次剩余的理论优美而简单， Gauss 使 
用了复数，即形如 a + 的数，其中^和6是整数或0•在 Gauss 关 
于双二次剩余的著作中，必须考虑模是形如 4n + 1的素数的情 
形，形如4” + 1的素数能分解成复的因数， Gauss 需要这些因数. 
为了获得这些因数， Gauss 认识到，必须超出通常的整数域而引进 
复整数.虽然 Euler 和 Lagrange 已经把这种整数引入了数论，但 
正是 Gauss 建立了它们的重要性. 

在通常的整数论中，可逆元素是+ 1和 一 1,而在 Gauss 的复 



整数论中，可逆元素却是 ±1 和士 i. 一个复整数叫做合数，如果它 
是两个非可逆元素的复整数的乘积.如果那种分解是不可能的，则 
该整数叫做一个素数.例如5 = (l+2i)(l-2i), 所以是合数，而 
3却是一个复素数. 

Gauss 证明了复整数在本质上具有和普通整数相同的性质. 
Euclid 证明了（第4章第7节），每一个整数可唯一地分解为素数 
的乘积.这个唯一分解定理常被称为算术基本定理, Gauss 证明 
了，只要不把四个可逆元素作为不同的因数，唯一分解定理对复整 
数也成立•这就是，如果《 = A: = (ib)(-ic ) t 则这两种分解是一 
样的. Gauss 还指出，求两个整数的最大公约数的 Euclid 法可应用 
于复整数. 

普通素数的许多定理可转化为复素数的定理.例如 Fermat 
定理转化为如下形式 :如果 p 是一个复素数 a +6i, 而丨是任何一 
个不能被 P 整除的复整数，则 

k Np ~ l = 1 modulo p, 

式中是的模 a 2 +6 2 .对复整数也有二次反转定律，这点 
Gauss 在他1828年的论文中已陈述过. 

通过复数， Gauss 能够把双二次反转定律叙述得相当简单.把 
不能被1 + i 整除的整数定义为非偶整数.准素非偶整数是那种非 
偶整数 a + 6i， 其中6是偶数，《+6—1也是偶数.例如一7和一5 
+ 2i 是准素非偶 整数. 双二次剩余的反转定律可叙述为 :如果 a 和 
沒是两个准素非偶素数， A 和 B 是它们的模，则 

( 爹 ）== (_ J )(l/4)(A~l>(l/4)(fl-l) j 

符号(《/約4具有下述意义 :如果 /»是任何一个复素数是任何一 
个不能被/>整除的双二次剩余，则 {k/p\ 是 i 的幂 i r ， 它满足同 
余式 


k (N ^ l)/i = 1 modulo 



式中 iV/» 表示/»的模.这个定律等价于下列说 法:两 个准素非偶素 
数之间的两个双二次特征是相同的，也就是 (a/fih = (少，只 
要每个素数模4同余于1;但是如果没有一个素数满足这个同余 
条件,则这两个双二次特征就互反，即 (o/^) 4 =- (fi/a),. 

Gauss 陈述了这一互反性定理，但是没有发表他的证明.定理 
的证明是 Jacobi 于 1836-1837 年在哥尼斯堡 （Kdnigsberg) 的演 
讲中给出的. Ferdinand Gotthold Eisenstein ( 1823—1852 ) 是 
Gauss 的学生，他发表了这一定理的五个证明，其中前两个出现于 
1844年①. 

Gauss 发现，对于三次互反性他能得到一个运用“整数” a+ffi 
的定律，这里 P 是:=0的一个根和6是通常的(有理） 
整数，但是 Gauss 没有发表这个结果.那是他死后在他的论文中 
发现的•三次反转定律首先为 Jacobi ②所陈述，并由他在哥尼斯堡 
的演讲中 证明. 第一个发表出来的证明是属于 Eisenstein 的③.看 
到这个证明 Jacobi 就声称④，这正是他在他的演讲中给出的，但是 
Eisenstein 愤怒地否认了有任何剽窃⑤.还存在高于四次的同余式 
的反转定律. 


3.代数数 

复整数的理论是代数数论这一巨大课题发展方向上的一个阶 
段. 无论 Euler 或 Lagrange 都没有预想到他们关于复整数的工作 
所打开的丰富可 能性. Gauss 也没有想到. 

这个理论产生于要证明 Fermat 关于 x”+y = z ” 的断言的企 
图之中. ” = 3, 4 和5的情况已经讨论过了（第25章第4节). 






Gauss 试图证明； I = 7 时的断言，但失败了.或许因为他厌恶自己 
的失败，他在 1816年给 Heinrich W. M. 01bers( 1758—1840)05 
一封信中 说:“ 我的确承认， Fermat 定理作为一个孤立的命题对我 
没有多少兴趣，因为可以容易地立出许多那样的命题，人们既不能 
证明它们也不能否定它们 . n n = 7 的特殊情况由在1839年 
予以解决①，而 Dirichlet 建立了 n = U 的论断 ® .但是 ，一 般命题 
没有被证明. 

这个问题由 Ernst Eduard Kummer(1810 — 1893) 接续下来， 
他从神学转向数学并做了 Gauss 和 Dirichlet 的学生，后来在布雷 
斯劳 (Breslau) 和柏林做教授.虽然 Kummer 的主要工作是在数论 
方面，但他在几何学方面还做出了漂亮的发现，这起源于光学问 
题; 他在大气对光的反射的研究中也做出了重要的贡献. 

Kummer 把： r p + y (/>为素数）分解成 

( I +，) (x + a：y) … (or + 3>) ， 

这里 a 是一个虚的/>次单位根.也就是是 
(1) ，'十，….-.“！ =0 

的一个根.这就引导着他把 Gauss 的复整数理论推广到由 （1) 那 
样的方程所引进的代数数,即形如 

/(a) = a 0 +aicH - h ap-ia^' 1 

的数，其中每一个 a, 是通常的(有理)整数.（因为 a 满足 （1), 所以 
W 的项能用低次幂的项来替换. )Kummer 把这样的数 /( a ) 叫 
做复整数. 

在1843年 Kummer 对整数、素整数、可除性以及类似东西给 
出了适当的定义(我们将马上给出标准定义），然后错误地假定了 
在他所引进的那类代数数中唯一因子分解成立.在1843年，当他 
把他的手稿寄给 Dirichlet 的时候，他指出，这个假定对证明 Fer- 



mat 定理是必需的. Dirichlet 通知他，唯一因子分解仅对某些素数 
P 成立.附带说一句，对代数数假定唯一因子分解， Cauchy 和 Lam6 
也犯了同样的错误.在1844年， Kummei ■①认识到 Dirichlet 批评 
的正确性. 

为了重建唯一因子分解， Kumrner 在1844年©开始的一系列 
论文中创立了理想数的理论.为理解他的思想起见，我们来考虑 a 
十心/ 1 ^所生成的域，这里6是整数.在这个域中 
6 = 2-3 = (l + v^Xl-v^), 

而且容易证明这四个因子都是素整数.这时唯一因子分解不成立. 
对这个域，让我们引进理想数 a =>/2,A= (l + O /斤， A = 
(1 一 y=T)/72. 我们看到，6 = m 这样,6现在唯一地被表 
示为四个因子的乘积，就域 a + 而论,这四个因子全是理想 

数③. 通过这些理想数和其他素数，在这个域中因子分解是唯一的 
(除去构成可逆元素的因子).借助于理想数，人们可以证明，在预 
先缺乏唯一因子分解的所有域中，普通数论的一些结果成立. 

Kumrner 的理想数虽是普通的数，但是不属于他所引进的代 
数数类.而且，理想数也不是以一般方式定义的.就 Fermat 定理 
来说， Kummer 用他的理想数确实成功地证明了它对许多素数是 
正确的.在前100个整数中，只有37, 59和67不为 Kummer 的证 
明所包括.然后, Kummer 在1857年的一篇论文中④将他的结果 
扩展到这些例外素数.这些结果又进一步地为 Dimitry Miri- 
m a noff(1861 — 1W5) 所扩展，他是日内瓦大学的教授，完善了 
Kummer 的方法⑤. Mirimanoff 证明了对于直到256的每一个”， 



Fermat 定理是正确的，只要 a:， 和 z 与指数 w 互素. 

Kummer 是研究由单位根形成的代数数，而 Gauss 的学生 
Richard DedekindU831 —19】6)却以全新而有启发性的方式探讨 
唯--因子分解的问题，他在德国的高等技术学校作为一名教师花 
费了一生中的50个年头. Dedekind 在他所编辑的 Dirichlet 的 《数 
论 TKZahlentheorie ， 1871) 的第二版的附录10中，发表了他的结 
果.在同一书®的第三版和第四版的附录中他扩展了这些结果.就 
是在这里他创立了现代代数数的理论. 

Dedekind 的代数数的理论是 Gauss 的复整数和 Kummer 的 
代数数的一般化，但是这个一般化与 Gauss 的复整数多少有些差 
别.一个数 r， 若它是方程 

(2) a 0 x n +aix n ~ l H - \-a^x + a n = 0 

的根,而不是次数比 n 低的这种方程的根，则称它是一个 n 次代数 
数，式中是普通整数(正的或负的).如果在<2)中： r 的最高次幂 
的系数是1，则所有的解叫做次代数整数.代数整数的和、差、积 
仍是代数整数，并且，如果一个代数整数是有理数，则它是普通 
整数. 

我们应当注意到在新定义之下，一个代数整数可以包括普通 
分数.例如（一 13 + v^TO)/2 是一个二次代数整数，因为它是 o： 2 
+ 13x+71=0 的根.反之， （1 — 0/2 是一个二次代数数而不 
是代数整数，因为它是 2P — 2x + 3 = 0的根. 

Dedekind 接着引进了数域的概念.这是一个实数或复数的集 
合 F, 满足这样的条 件:如 果 a , 々属于 F, 则〆属于 
F, 而且如果沒关0,则 o/P 也属于 F. 每一个数域都包含有理数，因 
为如果 a 属于这数域，则即1也属于它，因此1 + 1，1+2等也 
都属于它•不难证明，一切代数数的集合形成一个域. 

如果人们从有理数域出发，而0是一个《次代数数，则 d 同自 




身及有理数在四种运算之下结合起来所形成的集合也是 n 次域. 
这个域也可以说成是包含有理数和6的最小域.它也称为有理数 
的扩域.这样的域不包含所有的代数数，而是一个特殊的代数数 
域.现在通常记为 /?((?)• 虽然人们可以期望(約中的数是商 
/0?)/以幻，其中 /Cr) 和 W_r) 是任何具有有理系数的多项式，人 
们还是能够证明，如果0是 n 次的，则 /?(<?) 的任何一个数 a 能表 
成形式 

a = a 0 汐 d+fl ， 2 + … +a … 

这里 a. 是普通的有 理数. 此外，存在着这个域的《个代数整数 A ， 
込，…，氏，使得这个域中的所有代数整数都有形式 
A'e' +A 2< 9 2 + … +AA ， 

这里 A, 是普通的正的或负的整数. 

环，是 Dedekind 引进的概念，本质上是这样一个集合，即如果 
a 和沒属于这个集合，则 a+ 存， a — P 和』 也属于这个集合.所有代 
数整数的集合形成一个环，任何一个特殊代数数域中的一切代数 
整数也形成环. 

说代数整数《能被代数整数#整除，如果存在一个代数整数 y 
使得《 =办.如果）是一个代数整数，它能整除代数数域中的每一 
个其他整数，则称 7 是这个域的一个可逆 元素. 这些可逆元素，其 
中包括+1和一 1，是普通数论中的可逆元素+ 1和 _1 的一般化. 
如果代数整数《不是零或可逆元素，而且如果它分解为办，其中沒 
和 y 属于这同一个代数数域，就蕴含着#或 y 是这个域的可逆元 
素，则称 a 是一个素数. 

现在让我们来看看算术基本定理成立的 范围. 在一切代数整 
数所形成的环中没有素数.让我们考虑在特殊的代数数域尺(幻中 
的整数环，臂如域 a+b v^， 其中和6是普通的有理数.在这 
个域中唯一因子分解不成立.例如 

21=3 • 7=(4+(4 — v / ^) = (l+2 / = ^)(l-2v /=: F). 



最后这四个因子中的每一个在如下意义下是素数，即它不能表为 
形如的乘积，其中 c, A e 和/是整数. 

另一方面让我们考虑域《 +67^，其中 a 和6是普通的有理 
数.如果对这些数实行四种代数运算，则仍得到这种数.如果限 
定 a 和6是整数，则得到这个域的 （2 次）代数整数.在这个域中 
我们可将可逆元素的等价定义取 为：若 1/M 也是代数整数，则 
代数整数 M 就是可逆元素.于是1, 一 1，5-2”和5 + 2々都 
是可逆元素.每个整数都可被任一可逆元素整除.进而，这个域 
中的一个代数整数如果仅能被它自己和可逆元素整除，则它是 
素的.现在 

6 = 2 • 3 = ^6 • ^6* 

看来仿佛不存在素因数的唯一分解.但是上面所展示的因数不是 
素数.事实上， 

6 = 2 • 3 =^6 *-/6 

= (2+76)(-2 4-76)(3+76)(3-76). 

最后四个因数中的每一个都是这个域中的素数，而唯一分解在这个 
域中确实是成立的. 

在特殊代数数域里的整数环中，代数整数分解为素因数总是可 
能的，但是唯一分解一般不成立.事实上，对形如 a + 的域， 

其中 D 可取不为平方数整除的任何正整数值，至少对直到 10 9 的 
D， 仅当 D=l, 2, 3, 7, 11，19, 43, 67和163时唯一因子分解定理 
才是合理 的①. 因此代数数本身不具有唯一因子分解的性质. 


4. Dedekind 的理想 

将代数数的概念一般化之后， Dedekind 立刻用一个和 


① H. M. S«ark 已经证明 D 的上述值是 唯-的 -- 种坷能，见他的 《论 复二次域中 
的-隹 -- 因子分解问•叫 jo / Symposia in Pure Mathematics , M,41~56, 





Kummer 的十分不同的方案去着手重建代数数域中的唯一因子分 
解.他引进了代数数类去代替理想数，为了纪念 Kummer 的理想 
数，他把它们称为理想. 

在定义 Dedekind 的理想之前让我们注意根本思想.考虑普通 
的整数.代替整数2, Dedekind 考虑整数 2m 的类，这里 m 是任何 
整数.这个类由一切可被2整除的整数构成.类似地，3由一切可 
被3整除的整数 3 m 的类代替.积6就变成了一切数 6p 的集合，其 
中 P 是任何整数.这时积 2-3 = 6 用下述断语代 替:类 2m“ 乘”类 
3/1等于类进而言之，类 2m 是类6/>的因子，而不管在实际上 
是前者包含后者.这些类是普通整数环中的 Dedekind 称之为理想 
的例子.为了领会 Dedekind 的工作，人们必须使自己习惯于用数 
类的术语去思考. 

更一般地, Dedekind 把他的理想定义如 下:设 K 是一个特殊 
的代数数域，说 K 的整数 A 的集合形成一个理想，如果当《和沒 
是这个集合中的任何两个整数时，则整数+4也属于这个集 
合，这里 P 和 v 是 K 中的任何其他代数整数.或者这样说，理想 A 
是由 K 中的代数整数« 2 ，…，产生的，如果 A 是由一切和 
Ai«i +义2<»2 + … +A B a, 

所构成，这里 t 是域 K 中的任何整数.这个理想用 U,, 的，…， 
〜)来表示.零理想只含有数0,相应地用(0>来表示.单位理想是 
由数1产生的，记为 （1) .如果理想 A 只是由一个整数 0 产生的， 
就称它为主理想，所以( 0 )是由一切被 a 整除的代数整数构成的 • 
在普通的整数环中每一个理想都是主理想. 

由整数2和1+0所产生的理想是代数数域中 
的理想的一个例子，这里 a 和 A 是普通的有理数.这个理想由所 
有形如办+ ( 1的整数构成，这里和„是这个域中的 
任意 整数. 考虑到(1+7=1)2必定属于2所产生的理想这一事 
实，这个理想是仅由一个数2所产生的，所以它恰巧也是主 




理想. 

如果理想心:，《 2 ，…， A) 中的每一个成员也是理想 (A, 庆， 
…， ft) 的成员，反之也对，则两理想相等.为了处理因子分解的问 
题，我们必须首先考虑两个理想的乘积 .K 中的理想 A = ( ttl ，…， 
a,) 和理想 B= (A, …， A) 的乘积定义为理想 

AB = (aiA ， aiA ， a 2 A ，…，0：^，…， aA). 

很明显，这个乘积是可交换的和可结合的.凭借这个定义，如果齊 
在一个理想 C 使得 B = AC， 我们就可以说 A 整除记为 A|B, 
并称 A 是 B 的因子.正像上面普通整数的例子已经启示的， B 的 
元素被包含在 A 的元素之中，并且普通的可除性由类的包含所 
代替. 

类似于通常素数的理想称为素理想.这样的理想 P 定义为除 
去自身和理想 （1) 外不含有其他因子的理想，所以 P 不被包含在 
K 的任何其他理想之中.由于这个理由，素理想也被称做是最大 
的.所有这些定义和定理都导致关于代数数域 K 的理想的基本定 
理.任何一个理想仅能被有限个理想所整除，并且如果一个素理想 
整除（同一个数类的）两个理想的乘积 AB， 则它整除 A 或 B. 最 
后，理想论中的基本定理是，每一个理想能唯一地分解为素理想. 

在关于形如 《 + (D 为整数）的代数数域的最早的例子 
中，我们发现，有些代数数域允许有这些域的代数整数的唯一因子 
分解，另一些则不允许•允许或不允许这一问题的答案是由下述定 
理给出 的:代 数数域 K 的整数能唯一地分解为素因子的充要条件 
是， K 中所有的理想都是主理想. 

从 Dedekind 著作中的这些例子可以看出，他的理想的理论实 
际上是普通整数的一般化.特别是，他的著作提供了代数数域的概 
念和性质，使别人能够去建立唯一因子分解定理. 

Leopold Kronecker(1823—1891) 是 Kummer 的得意门生，他 
接替 Kummei •在柏林大学任教授.他继续研究代数数的问题，并 



沿着类似于 Dedekind 的路线发展了它. Kronecker 的博士论文 
《论复可逆元素》是他在这个论题上的第一项工作.这篇论文写于 
1845年，但直到很晚才发表①.论文中讨论在 Gauss 所创立的代 
数数域中可能存在的所有可逆元素. 

Kronecker 创立了另一种域论（有理性域)②.由于他考虑了 
任意个变量(未定量)的有理函数域，他的域的概念比 Dedekind 的 
更一般.特别地, Kronecker 引进了 （1881) 添加于域的未定量的概 
念，未定量恰是一个新的抽象量.用增加未定量去推广域的这种思 
想，成为他的代数数的理论的基石.在这里他用了由 Lioaville, 
Cantor 和其他数学家所建立的关于代数数与超越数的差别的知 
识.特别是他注意到，如果: r 是域 K 上的一个超越数(: r 是一个未 
定量），则由添加未知量 x 于 K 而得到的域 KU), 也就是包含 K 
与* r 的最小域，同构于系数在 K 中的一个变量的有理函数所生成 
的域 /C[or] ③.他确实强调过，这个未定量仅是一个代数元素，而不 
是一个分析意义下的变 量④. 然后他在1887年⑤证明了，对每一 
个普通素数/>，在具有有理系数的多项式环 (3(x) 中存在一个相应 
的素多项式 PU)， 它在有理域 Q 中是不可约的.两个多项式若以 
给定的素多项式 /»Cr) 为模同余就认为相等，据此，在 Q(*r) 中一切 
多项式的环就变成了同余类的域，这个域与由添加 p ( x ) = 0的一 
个根5于域 /C 而产生的代数数域 /(( 幻具有相同的代数性质.在 
这里他用了 Cauchy 曾经用过的思想，即用多项式关于模 x 2 +1同 
余而引进虚数.在这同一部著作中他说明了，代数数的理论独立于 
代数基本定理和完备的实数系的理论. 





在他的域论中（在 “Gnmdziige” 中），其元素是从域 K 出发然 
后添加未定量 A，x 2 ，…， a 而形成的， Kronecker 引进了模系的 
概念，这相当于 Dedekind 理论中的理想.对 Kronecker 而言，一个 
模系是《个变量 A, :r 2 , …，&的多项式的一个集合 M， 具有下 
述性质 :如果 P, 和 P 2 属于这个集合，则^ + P 2 也属于这个集 
合.如果 P 属于这个集合，而 Q 是^，…，心的任一多项式， 
则 QP 也属于这个集合. 

模系 M 的一组基 (basis) 是指 M 的多项式3,，氏，…的任何 
一个集合，使得 M 的每一个多项式都可表为形式 
J?,B, +J? 2 B 2 + …， 

这里尺，/? 2 ,…是常数或多项式（不必属于 Af) •在 Kroneckei ■的 
一般域中，可除性理论是依据模系定义的，很像 Dedekind 用理想 
来定义. 

代数数论的工作在19世纪以 Hilbert 的“论代数数”的著名 
报告①为顶峰.这个报告主要是记述那个世纪内所做的工作的.但 
是， Hilbert 重新整理了所有这些早期的理论，并且给出了获得这 
些结果的新颖、漂亮而强有力的方法.从大约1892年起，他在代数 
数论中已开始创立的新概念以及关于 Galois 数域的一个新创造 
也一并组织进这个报告中了.其后， Hilbert 和许多其他人大大地 
扩展了代数数论.但是，这些后来的发展，相对于 Galois 域，相对 
于 Abel 数域和类域，都刺激着20世纪的大量工作,这些都主要是 
专家们所关心的. 

代数数论，本来是研究古老数论中的问题的解的一种方案，自 
身却变成了一个目的.它终于在数论和抽象代数之间占据了一席 
之地. 而现在，数论和近世高等代数也被吸收到代数数论之中了. 
当然，代数数论在普通数论中也产生了新的定理. 




数论中的另一类问题是整数的型表示.表达式 

(3) ax 1 +2bxy-¥cy z t 

其中 a, 6和 c 是整数，是一个二元型，因为它包含着两个 变数; 它 
又是一个二次型，因为它是二次的.一个数 M 称为用型表出，如果 
对于 a， 6, c，x 和: y 的特殊整数值，上一表达式等于 M. —个问题 
是要找一组数，它们能被已给的型或一类型所表出.逆问题是，已 
给 M 与已给 a , 6和 c 或某些类的 a ，6和^，要找能表出 M 的 x 
和:V的值，这也是同等重要的.后一问题属于 Diophantine 分析， 
而前一问題也一样可以看成是这一课题的一部分. 

在这些问题方面 Euler 得到了一些特殊的结果. Lagrange 却 
作出了关键性的发 现:如 果一个数能被一个型所表出，它就能被许 
多另外的型所 表出; 他称这些型是等价的.后者可从原始型用变数 
变换 

(4) x — ax r y = yx + 8y' 

来得到，这里《，炙 y 和 s 都是整数，并且必一办 =l. ①特别是， 
Lagrange 阐明了，对于一个已给的判别式 （discriminant,Gauss 使 
用了 determinant) fe 2 -ac, 存在着有限个型，使得具有这一判别 
式的每一个型等价于这有限个型中的一个.从而所有具有已给判 
别式的型可被划分归类，每一类由等价于那个类中的一个成员的 
一切型所构成.这一结果以及由 Legendre 归纳地得出的一些结果 
引起了 Gauss 的 注意. Gauss 迈出了大胆的一步，从 Lagrange 的 
著作中抽象出了型的等价的概念，并致力于此.他的 《探讨》 的第五 
节,一个出乎寻常的最大的一节，就是专注于这一课题的. 



Gauss 系统化了并扩展了型的理论.他首先定义了型的等价. 
设用 (4) 把 

F = ax 2 -\-2hxy-\-cy z 

变换为型 F， = aV 2 +26V/ + ry 2 . 

那么 b ，2 ~a!c = (6 2 —ac)(aS~fiy) 2 . 

如果现在 (aS-fiy) 2 = 1,这两个型的判别式就相等了.于是变换 
( 4 )的逆变换将同样包含整系数(根据 Cramer 法则） ，并将广变换 
为 F.F 和 〆称为是等 价的. 如果 d —办=1，则 F 和〆称为固有 
等价 ; 如果 aS — 办 =一1，则 F 和 F' 称为非固有等价. 

Gauss 证明了一系列关于型的等价的定理.例如，如果 F 等价 
于〆,而 F 7 等价于广，则 F 等价于 F". 如果 F 等价于则一个 
数 M 能被 F 表出就能被 F' 表出，并且表出的方法的个数也一样 
多.然后他说明，在 F 和 F' 等价的条件下，如何去找从 F 变换为 
广的所有变换•在 o: 和; y 的值是互素的情况，他也找到了已知数 
M 被型 F 表出的一切表示. 

由定义，两个等价的型的判别式 D = 6 2 — or 有相同的值，然 
而两个有相等判别式的型却未必 等价. Gauss 说明了所有具有一 
个已给 D 的型可以被划分归类;任一类的成员都是彼此固有等价 
的.虽然具有一个已给 D 的型的个数是无限的，但是对于一个已 
给 D 的类的个数却是有 限的. 在每一类中一个型可被取为代表， 
Gauss 给出了选择最简单代表的准则•所有以 £) 为判别式的型中 
最简单的型是 a = 1，6 = 0, c=-D. 他称这样的型为主要型，它 
所属的类为主要类. 

接着， Gauss 着手研究型的复合(乘积).如果型 
F = AX 2 +2BXY-hCY 2 r 
在替换 X = p\xx r + p 2 xy f -\- p % x y p A yy f t 
y = qixx f + q2xy f qiX f y +qtyy r 
之下被变换为两个型 



/ = ox 2 + 2bxy 4 - cy z 和 /’ = a x ，z + 2b ， x ， y ， + c f y ，z 
的乘积，那么就称 F 可被变换为 //'. 更进一步，如果六个数 
Piqz—qipz,P\qi—q\p3yp\qA—q\pi, • 

Pz<l3 — qzp3 , pzq\ — qzpi , p 3 q* — qip * ， 

没有公因数，则称 F 是型 / 和 /' 的复合. 

于是 Gauss 就能证明一个重要定理 ：如果 /和 g 属于同一 
类，而/和，属于同一类，则由/和 /' 所复合的型与由 g 和〆所 
复合的型属于同一类 • 于是人们就可以谈到由两个(或更多)给定的 
型的类所复合的型 的类. 在这种类的复合中，主要类起了单位类的 
作用，就是说,如果类 K 与主要类相复合，则得出的类仍将是 K. 

Gauss 又转向处理三元二次型 

Ar 2 + 2Bxy + Cy 2 + 2Dxz + 2Eyz + Fz 2 , 

这里系数都是整数，并且作了极类似于他对于二元型所作过的研 
究. 在二元型的情况，目标是整数的表示. Gauss 对三元型的理论 
未作深入研究. 

关于型的理论的全部工作之目的，已如所述，就是要建立数论 
中的一些定理 .Gauss 在他研究型的过程中表明，这一理论能怎样 
被用于证明任何多个关于整数的定理，其中包括许多早已被 Eul¬ 
er 和 Lagrange 等人证明过的定理•例如, Gauss 证明了，任何形如 
4«+ 1的素数能用一种而且仅是一种方法表示为平方和.任何形 
如8”+ 1或8« + 3的素数能用一种而且仅是一种方法表示为型 
•r 2 + 2：y 2 (对正整数 a: 和: y 而言).他阐明了如何去找一个已知数 
M 在已给型 a«r 2 +2&c：y + cy 下的所有表示.这里假定判别式 D 
是一个正的非平方数.更进一步，如果 K 是一个基本型 (a, 6和 
的值是互素的），带有判别式 Z), 并且/»是一个能除尽 D 的素数， 
那么不能被 P 整除而能被 F 表出的诸数或者都是/>的二次剩余， 
或者都是的二次非剩余. 

在 Gauss 关于三元二次型的工作所引出的结果中有下述定 




理的首次 证明: 每一个数能表示成三个三角数的和•我们记得，这 
些数是 2 

1, 3, 6, 10, 15,…，… 

他也重新证明了已被 Lagrange 证明过的定理 :任何 一个正整数能 
表示为四个数的平方和.谈到这个结果时值得顺便提一下，1815 
年 Cauchy 在巴黎科学院宣读了一篇论文,论文中建立了一个首 
先为 Fermat 所断言的一般性的 结果: 每一个整数是 A 或低于走的 
k 角数之和①(一般々角数是 n + U- n)(k- 2)/2). 

Gauss 提出的二元的和三元的二次型的代数理论有一个有趣 
的几何模拟，这是 Gauss 自己首先发端的.出现在1830年的《格丁 
根学报》②上关于 Ludwig August Seeber 写的三元二次型的一本 
书的书评中, Gauss 概述了他的型和型类的几何表示 ©. 这个工作 
是所谓数的几何理论的发展的一个开端. Hermann Minkowski 
( 1864 — 1909) 曾历任几个大学的数学教授，当他发表了他的《数的 
几何》 办 r2：aA/e;i，1896) 之后，这一理论才得到显著的 
地位. 

在19世纪的数论中，型的理论成为一个主要的课题.关于二 
元的和三元的二次型以及多元的和高次的型，许多人作了进一步 
的研究④. 


6.解析数论 

数论中的一个重要发展是解析方法和解析成果的导入，以表 




达和证明有关整数的事实.实际上, Euler 已经在数论中用了分析 
(见下面）, Jacobi 用椭圆函数得到了同余论和型的理论中的一些 
结果然而 Euler 在数论中对分析的使用是很少的， Jacobi 的数 
论成果几乎是他的分析著作的偶然的副产品. 

分析的第一个深刻的经过精心考虑的用途是由 Peter Gustav 
Lejeune-Dirichlet( 1805—1859) 为了处理一个看来是明白的代数 
问题而作出的.他是 Gauss 和 Jacobi 的学生，在布雷斯劳和柏林 
当教授，后来在格丁根接替 Gauss. Dirichlet 的伟大著作《数论讲 
义》《 iiber ZaAZenMeorfe) ②详细解释了 Gauss 的《探 
讨》，并给出了他自己的贡献. 

引起 Dirichlet 去应用分析的问题是证明每一个算术序列 
a , a-\-b y a + 2b t <2 + 36 ， ••• ， a-h nb t ••- 
中包含无穷多个素数，这里和6是互素的. Euler® 和 Legen¬ 
dre® 作出了这一猜想，在1808年 Legendre© 给出了一个证明，但 
含有错误，在1837年 Dirichlet ⑥给出了一个正确的证明.这个结 
果推广了 Euclid 关于在序列1，2, 3,…中包含有无穷多个素数 

的定理, Dirichlet 的分析证明长而又繁.特别是他用了 ^a„n-\ 
现在被称为 Dirichlet 级数，其中和2都是复数. Dirichlet 还证 
明了在序列 \a-hnb\ 中的素数的倒数之和是发散的.这就推广了 
Euler 关于通常素数的结果(见下面).在1841年⑦ .Dirichlet 证明 
了一个关于在复数 a + b\ 的级数中的素数的一个定理. 



围绕着引进分析的主要问题涉及到函数 KU), Wz) 表示不 
超过 z 的素数的个数.例如，《(8)是4,因为2, 3, 5和7是素数， 
而 tc (II) 是 5. 当工增加时，增添的素数变得稀疏起来，问题是 
»t(x) 的固有的分析表达式是什么？ Legendre 证明了不存在有理 
表达式，他曾在一个时期内放弃了可能找到任何表达式的希望.那 
时 Euler, Legendre,Gauss 和其他人都推测 

(5) = 

Gauss 利用素数表(他事实上研究了直到3 000 000的一切素 
数)对 itU) 作了猜想，并推断<^(0：)与 J^ck/logf 的差是很小的. 
他还知道 

d//log t 

i™ i/log ^ =1 - 

1848 年，彼得格勒大学的教授 Pafnuti L. Tchebycheff 
(1821 — 1894) 继续研究小于或等于 i 的素数个数的问题,并在这 
一古老问题上迈出了一大步.在一篇关键性的论文 《论素 数>②中， 
Tchebycheff 证明了 

这里 0. 922 < 恚< 1和1 < A 2 < 1. 105,但是没有证明这个函数 
趋向于一极限.这个不等式为许多数学家所改进，这些人中包括 
Sylvester, 他在1881年同其他一些人曾怀疑这个函数有极限. 
Tchebycheff 在他的著作中，使用了 

如 )=|弘 

我们现在把它叫做 Riemann^ 函数，可是，他是仅对 z 的实值应用 





这个函数的.（这个级数是 Dirichlet 级数的一种特殊情况. ） 在同 
一篇论文中，他还顺便证明了，对 n > 3,在 n 和2« — 2之间至少 
总有一个素数存在. 

实2的 S 函数出现在 Euler® 的一本著作中，他在其中引 

进了 

⑹=写卜劭-去)—'， 

这里 A* 都是素数. Euler •用这个函数去证明素数的倒数之和是 
发散的.对的偶的正整数值, .Euler 知道的值（见第20章第 
4节).然后在一篇宣读于1749年的论文②中， Euler 断言对实 
的5， 

(T(l — s) = 2(2k 广 cosf r(s)C(s). 

他说他验证这一方程一直到了对它无可怀疑的程度.这个关系式 
是由 Riemarm 在1859年的一篇下面将要提到的论文中建立的. 
Riemann 用了复数 z 的？函数去试图证明素数定理，即上面提到 
的 (5) ③•他指出，要再深入一步研究，就应当知道 CU) 的复零点. 
实际上，当 2 = _r + i：y 时，？( 2 )对 _r<l 不收敛，而？在半平面 
1内的值是由解析开拓定义的.他叙述了一个假 设：？ 在带形区域 
0 < X < 1 中的一切零点都位于 X- J 这条线上.这个假设一直 
还未被证明④. 

在1896年, Hadamard ⑤应用(一个复变量的）整函数的理论， 
以及证明当 ~r= 1时 Q g ) 关0这一决定性的事实，终于证明了素 
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数定理，•他研究整函数的目的就在于证明这个素数定理 .Charles- 
Jean de la Vallee Poussin( 1866—1962) 关于？函数得到同样的结 
果，并同时证明了素数 定理叭 这个定理是解析数论的中心问题 
之一 • 
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第 35 章 


射影几何学的复兴 


绅粹几何学的学说往往会给出，而在许多问题中会给出一 
个简单而自然的办法来润察诸真理的来源.去揭 K 那连接 
它们的神秘链索，去使它们独特地、_白地、完全地被认识. 

Michel Chasles 


1. 对几何学的兴趣的恢复 

在 Descartes 和 Fermat 引进解析几何学以后的百余年里，代 
数的和分析的方法统治了几何学，几乎排斥了综合的方法.在这段 
时期,某些人，例如坚持尝试要使微积分严格地奠基于几何学的那 
些英国数学家，综合地得到过新结果.几何的方法,优美而且直观 
上清晰，总是吸引住一 些人. 特别是 Madaurin， 他喜爱综合的几何 
学胜过分析学.因此，纯粹几何学即使不处在17,18世纪最生气勃 
勃的发展的中心，也还保持着一些活力 . 19世纪初，几位大数学家 
判定综合几何学过去是被不公平、不明智地忽视了，因而作出积极 
的努力来复兴和扩展它. 

综合方法的新提倡者之一, Jean-Victor Poncelet， 是承认旧的 
纯粹几何学的局限性的. 他说: “解析几何学以其特有的方法提供 
通用而且一致的手段去解决出现的问题……它得出的结果其普遍 
性是无止境的，然而另一个[综合几何学]却碰巧才能前进;其办法 
完全依靠使用者的聪明，其结果几乎总是局限于所考虑的特定图 
形. ”但是， Poncelet 不相信综合方法必然这样局限，他提出要创造 
与解析几何学的威力相匹敌的新的综合方法. 



Michel Ch aS les(1793_1880) 是几何方法的另一位大支持者. 
在他的《几何方法的起源和发展的历史 概述》 (A 批 rcti historique 
sur I'origine et le developpement des methodes en geometrie , 
1837, 这是一篇历史研究，其中 Chasles 声明他因不懂德文而未谈 
到德国作者)中，他说，当时的以及更早的数学家们曾宣称几何学' 
是一种死的语言，将来不会再有用处和影响. Chasles 不但否定这 
种说法，而且引完全是分析学家的 Lagrange 为证.当遇到天体力 
学中一个很难的问题时，60岁的 Lagrange 说① :“虽 然分析学也许 
比旧的几何学的（通常被不适当地称为综合的)方法要优越，但是 
在有一些问题中，后者却显得更优越，部分是由于其内在的清晰， 
部分是由于其解法的优美平易.甚至还有一些问题，代数的分析有 
点不够用，似乎只有综合的方法才能制服 ."Lagrange 举出的例证 
是旋转椭球体对其表面或内部一点(单位质量)的引力这个很难的 
问题.年个问题曾被 Maclaurin 用纯粹综合的方法解决过. 

Chasles 还摘引了比利时天文学家兼统计学家 Lambert Adol¬ 
phe Q U et e let(1796-1874) 给他的信. Quetelet 说:“ 我们的大多数 
年轻数学家这么轻视纯粹几何学，是不恰当的他接着说，年轻人 
嫌其方法缺乏普遍性，他问道，这究竟是几何学的过错还是研究几 
何学的人的过错呢？为了克服缺乏普遍性, Chasles 向未来的几何 
学家提出两条守则.他们应当把特殊的定理推 广成最 普遍的（同时 
还应是最简单而自然的） 结果. 其次，他们不应当满足于一个结果 
的证明，如果他不是一个一般方法或所从属的学说的一部分..什么 
叫找到一个定理的真正基础呢？他说，总是有一个主要的真理的， 
人们会认出它来，因为别的定理都将通过简单的变换或作为容易 
的推论而从它得出.作为知识的基础的伟大的真理总具有简单和 
直观的特色. 





别的数学家用比较粗鲁的语言攻击分析方法. Carnot 希望 
“把几何学从分析学的画符样难懂的文字中解放出来”.这个世纪 
后期, Eduard StudyU862 — 1922) 称坐标几何学的机器似的过程 
为“坐标磨坊的嘎嘎声”. 

对几何学中解析方法的反对不只是出于个人的偏好或口味. 
首先，一个真正的问题是，到底解析几何学是不是几何学？因为方 
法和结果的实质都是代数，它们的几何意义都是隐蔽的.此外，正 
像 Chasles 所指出的，分析学以其形式过程全部略去了几何学所 
不断采取的小步骤.分析学的快速而且也许是渗透的步伐不显露 
已经完成了的事情的 意义. 起点与最终结果之间的联系是不清楚 
的 .Chasles 问道 :“在 一门科学的哲理性的、基础的研究中，光知道 
某件事是对的却不知道它为什么对、不知道它在所属的真理系列 
中处于什么地位，这难道够吗? ”另一方面，几何的方法可以得到简 
单的、直观上明显的证明和结论. 

首先由 Descartes 提出的另一个论点，在19世纪还引起共鸣. 
几何学被认为是关于空间和现实世界的真理.代数学和分析学本 
身，连关于数和函数的重要真理都算不上.它们不过是达到真理的 
方法,而且还是矫揉造作的.对于代数学和分析学的这种看法逐渐 
在消失.然而在19世纪初这种批评还是强有力的，因为分析的方 
法还不完善，甚至逻辑上还不 健全. 几何学家理直气壮地怀疑解析 
证明的正确性，贬之为仅供参考的一些结果.分析学家却只能回嘴 
说几何的证明是笨拙而不优美的. 

论战的结局是纯粹几何学家重申他们在数学中的作用.恰像是 
因解析几何学的创立使纯粹几何学被抛弃而向 Descartes 报仇似的， 
19世纪初的几何学家们以在几何学的竞赛中胜过 Descartes 作为他 
们的目标.分析学家与几何学家之间的对抗如此激烈，以至 Steiner 
(一位纯粹几何学家)曾威胁要停止为 Crelle 的 《数学杂志》 写稿，如 
果 Crelle 继续发表 Plucker 的分析学的文章的话. 



复兴综合几何学的剌瀲主要来自一个人一 Gaspard Monge. 
我们已经谈到过他对解析几何学和微分几何学的宝贵贡献以及他 
1795至1809年间在多科工艺学校的鼓舞人心的讲演. Monge 本 
人并不企图做更多的事，只不过是想把几何学带回到数学圈子里 
来，作为分析学结果的有启发性的途径和解释.他只企图使两种思 
想方法 并重. 然而，他自己的几何学研究和他对几何学的热情在他 
的学生们， Charles Dupin, Francois-Joseph Servois, Charles- 
Julien Brianchon, Jean-Baptiste Biot (1774—1862) ,Lazare~Nich- 
olas-Marguerite Carnot 和 Jean-Victor Poncelet 之中激发起复兴 
纯粹几何学的强烈愿望. 

Monge 对纯粹几何学的贡献是他的《画法几何学 >(7> a 说 
de geometrie descriptive， 1799) •这门学科是讲怎样把三维物体 
正交投影到两个(一个水平的 、一 个垂直的）平面上，使得从这个 
表示法可以推断该物体的数学性质.这种图解法适用于建筑学、 
堡垒设计、透视学、木匠业和石匠业，而且是第一次讨论三维图 
形到两个二维图形的投影.画法几何学的思想和方法并没有成 
为通向几何学后来发展的道路，或者通向数学的任何别的部分 
的道路. 


2. 综合的 Euclid 几何学 

虽然 Monge 所鼓动起来的几何学家们去搞射影几何学了，但 
我们先停下来看看综合的 Euclid 几何学中的一些新成果.这些成 
果，或许重要性不大，然而显示出这门古老学科的新的主题和几乎 
无穷无尽的丰富多彩.实际上产生了数以百计的新定理，我们只能 
从中举几个例子. 

每个三角形 ABC 有九个特别的点 :各边 的中点、三条高的垂 
足、以及各顶点与垂心连线的 中点. 这九个点全在一个圆周上，叫 



做九点圆.这定理是 Gergoime 与 Poncelet 首先发表的 ®. 它常被归 
功于 Karl Wilhelm Feuerbach( 1800— 1834〉，一位高中教师，他的 
证明发表在 （直 边三角形的一些特殊点的 性质》 （拉你; 
einiger merkwiirdigen Punkte des geradlinigen Dreiecks ， 1822) 
里.在这本书里, Feuerbach 添加了关于九点圆的另一个事实.旁 
切圆是与一条边和另外二条边的延长线相切的圆 .（ 旁切圆的圆心 
位于两个外角和较远的那个内角的分角线上. )Feuerbach 的定理 
说，九点圆与内切圆以及三个旁边圆都相切. 

在1816年出版的一本 
小书 《平 面直边三角形的一 
些性质 > ( Uber einige 
Eigenschaften des ebenen 
geradlinigen Dreiecks ) Pfj, 

Crelle 指出怎样在一个三角 
形内部求一点 P， 使得 P 与三角形的顶点的连线和三角形的边作 
成相等的角.就是说，在图 35. 1中 Zl = Z2 = Z3 . 还有另一点 
〆，使得 ZP'AC = ZP'CB = ZP'BA . 

我们知道，圆锥曲线曾被 Apollonius 看做是圆锥的截口而明 
确地讨论过,后来在17世纪又被作为平面上的轨迹引进过.1822 
年 Germinal Dandelin( 1794-1847) 证明了关于圆锥曲线与圆锥 
的关系的一个十分有趣的定理②.他的定理说，如果两个球面内切 
于一个圆锥并且都与一个已知平面相切，该平面与圆锥交于一条 
圆锥曲线，那么球面与平面的接触点是圆锥曲线的焦点，球面与圆 
锥相切的圆所在的平面同已知平面的交线是圆锥曲线的准线. 

19世纪时人们探讨的另一个有趣的主题是用纯几何的方法， 
也就是不依靠变分法，求解极大极小问题.在 Jacob Steiner 用综 



B35.1 



合方法证明的几个定理中，最著名的结果是等周定理 :在具 有一定 
周长的所有平面图形中，圆周包围着最大的面积. Steiner 给出了 
各种各样的证明①.可惜 Steiner 假定了存在着一条曲线它确实包 
围着最大的面积. Dirichlet 好几次试图说服他，说因此他的证明是 
不完全的;但是 Steiner 坚持说这是不证自明的.然而有一次他的 
确写过(在1842年文章的第一篇中 )©:“ 而如果假定有一个最大 
的图形，证明就是轻而易举的 

极大化曲线的存在性证明难住了数学家们好些年，直到 
Wderstrass 在他1870年代的讲演中求助于变分法③解决了这个 
问题 为止. 其后 Constantin Caratheodory( 1873一1950〉和 Study ④ 
在一篇合写的文章中不用变分法而严格化了 Steiner 的证明.他们 
的证明(有两个)是直接的，不像 Steiner 的方法是间接的.在偏微 
分方程和分析学中做过伟大的工作并曾在包括格丁根和柏林在内 
的几所大学当过教授的 Hermann Amandus Schwarz, 对三维的等 
周问題给了一个严格的证明⑤. 

Steiner 也证明了（在1842年文章的第一篇中）在具有一定周 
长的所有三角形中，等边三角形具有最大的面积.他的另一个结 
果⑥说，如果 A，B, C 是给定的三点（图 35.2) 并且三角形 ABC 
的每个角都小于120°，那么使 PA+PB + PC 最小的点 P 正好使 
P 处的每个角都是 120°. 但是如果三角形的一个角，比方说角 A， 
等于或大于120°,那么 P 与 A 重合.这个结果很早以前 Cavalieri 
(《六道几何练习 题》， 1647) 就证明过，但 Steiner —定不知道. 



2. 综合的 Euclid 几何学 



图 35. 2 田 35. 3 


Steiner 也把这结果推广到； i 个点. 

Schwarz 解决了下面的 问题: 已知一个锐角三角形，考虑所有 
这样的三角形，其每个顶点都在原来那个三角形的三条 边上; 问题 
是要找出周长最短的三角形. Schwarz 综合地证明了①这个周长 
最短的三角形的三顶点就是已知三角形的三个高的垂足（图 
35. 3) ②. 

Euclid 几何学的一条新奇的定理，在1899年被约翰斯 • 霍普 
金斯大学数学教授 Frank Modey 所发现，后来许多人发表了它的 
证明③.这定理说，如果画出一个三角形的每个顶角的三等分线， 
则相邻的三等分线就相交于一个等边三角形的顶点（图 35. 4) .新 
奇处在于涉及角三等分线.直到19世纪中叶，没有一个数学家会 
去考虑这些线，因为只有可以作图的那些元素和图形才被认为在 
Euclid 几何学中是合法的.可作图性保证了存在性.然而，关于确 
立存在性的观念改变了，这一点当我们考察关于 Euclid 几何学的 
逻辑基础的研究工作时将看得更清楚. 

沿着 Mohi ■和 Mascheroni (第12章第2节)所开创的路线，为 
减少直尺和圆规的使用作了若干努力. Poncelet 在他1822年的 

① 文章未发表 ,G«. Math . Abh . . 2,344〜 345. 

② Schwarz 的证明可以在 Richard Courant 与 Herbert Robbins 的 What is 
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图 35. 4 


《论著》中证明了能用直尺和圆规做的所有的作图（除了作圆弧以 
外)都能只用直尺做到，只需事先给我们一个固定的圆及其圆心. 
Steiner 在一本小书 《用 直尺和一个定圆进行的几何 作图》 
geometrischen Constructionen ausgefiihrt mittelst der geraden 
Lime und eines festen Kre/ws) ①中更优美地重新证明了这个结 
果.虽然 Steiner 这本书是为教育的目的写的，但他在序言里宣称 
他将证明一位法国数学家表达过的一个猜想. 

关于用综合方法证明的 Euclid 几何学定理的上述简短选讲， 
不应给读者留下解析几何的方法没有人用的印象.事实上, Ger~ 
gorrne 给出了许多几何定理的解析证明，发表在他创办的杂志《数 
学纪事》 


3. 综合的射彩几何学的复兴 

Monge 和他的学生从事的主要领域是射影几何学.这门学科 
在17世纪曾经有过相当活跃然而短暂的突进（第14章），但是被 
解析几何、微积分和分析学的兴起所淹没了.我们已经提到过， 
Desargues 1639年的主要工作被忽略至1845年，而 Pascal 关于圆 
锥曲线的主要论文 (1639) —直没有找到.只有 La Hire 的书可供 
使用，其中采用了 Desargues 的某些结果.19世纪的人常错把从 


① 1833出版 = Werke . 1,461 〜 522. 




La Hire 的书中学到的东西归功于 La Hire. 但是，整个说来，这些 
几何学家不知道 Desargues 和 Pascal 的工作而不得不重做. 

射影几何学的复兴始于 Uza re N. M. Carnot(1753—1823) , 
他是 Monge 的学生，杰出的物理学家 Sadi Carnot 的父亲.他的主 
要著作是《位置的几何学》 c/e position , 1803), 也写过 
《关于斜截理论》 swr /a theorie des transversales , 1806). 
Monge 赞成联合运用解析几何与纯粹几何，但是 Carnot 拒绝使 
用解析方法,并开始了纯粹几何学的奋斗.我们即将充分讨论的想 
法有许多在 Carnot 的书中至少是提过的.如 Monge 称之为偶然 
关系的原理(又通称为相关原理或者更常被称为连续性原理)那里 
面就有.为了避免对不同大小的角和不同方向的直线用不同的图， 
Carnot 不使用他认为有矛盾的负数，却引进了一套复杂的图表， 
称为“正负号的对应”. 

19世纪初期的射影几何研究者中，我们只提 Francois Jo- 
seph Servois 和 Charles-Julien Brianchon( 1785 一 1864), 他们两人 
都把他们的工作应用于军事问题.虽然他们出了力重建、整理和 
扩充旧的结果，可是重要的新定理只有 Brianchon 的著名结 
果①，即还是他在多科工艺学校当学生时证明的.这定理说，如 
果一个圆锥曲线的六条切线（图 
35. 5) 形成一个外切六边形，那么 
连结相对顶点的三条线通过同一 
点. Brianchon 用配极关系导出了 
这个定理. 

射影几何学的复兴从 p once - 
let( 1788— 1867) 得到主要的动 
力. Poncelet 是 Monge 的学生，他 
也从 Carnot 那里学了许多.当他 *35.5 






在 Napoleon 的远征军中做军官时，他被俘并在俄国萨拉托夫 
(Saratoff) 监狱里渡过了 1813—】814年.在那里， Poncelet 不借助 
任何书本，重作了他从 Monge 和 Carnot 那里学到的东西，然后着 
手创造新的结果.后来他扩充并修订了这个工作，发表为《论图形 
的射影性质》 （TVa ⑹ proprietes projectives des figures , 
1822) •这个工作是他对于射影几何学和对于创立新学科的主要贡 
献.在他后来的生涯中，不得已而把大量的时间用于政府事务，虽 
然在不长的时期内他还保持着教授的职位. 

Poncelet 成了综合几何学的最热心的支持者，他甚至攻击分 
析学家.他曾与分析学家 Joseph-Diez Gergonne( 17H — 1859) 友 
好，并曾在 Gergoime 的 《数学 纪事》上发表过文章，但是他的攻击 
不久也指向 Gergonne 了. Poncelet 深信纯粹几何学的独立性和重 
要性.虽然他承认分析学的威力，但他相信能够賦予综合几何学以 
同样的威力•在1818年的一篇文章（发表在 Gergonne 的 （纪 事》 
上①)里，他说，解析方法的威力不在于运用代数而在于它的普遍 
性,这个优越性产生于这样的事 实:从 一个典型的图形发现的度量 
性质，对于由这典型的或基本的图形派生出来的所有图形都仍然 
适用，顶多改变一下正 负号. 这种普遍性在综合几何学里能由连续 
性原理(我们即将讲它)得到保证. 

Poncelet 是充分认识到射影几何学具有独特方法和目标的新 
数学分支的第一位数学家 • 〗7 世纪的射影几何学家讨论特殊问 
题，而 Poncelet 却考虑一般问题，探索几何图形任一投影的所有 
截影所共有的那些性质，亦即在投射与截影下保持不变的性质.这 
就是他和他的后继者们研究的主题.由于距离和角度在投影与截 
影下是会改变的，所以 Poncelet 选择并发展了对合与调和点列的 
理论,而不是交比的 概念. Monge 在他的工作中用了平行 投影; 像 



Desargues ， Pascal ， Newton 和 Lambert —样， Poncelet 用中心投 
影，即从一个点投影. Poncelet 把这个概念提高成为研究几何问题 
的一种方法. Poncelet 也考虑了从一个空间图形到另一个空间图 
形的射影变换，当然是用纯几何的方式.这时他好像对射影性质失 
去了兴趣，而更关心这方法在浮雕和舞台设计中的运用. 

他的工作以三个观念为中心 . 第一个是透射的图形.两个图形 
是透射的，如果一个能够从另一个经过一次投射与截影(这叫做透 
视对应)或一连串投影与截影(这叫做射影对应)得出.他运用透射 
图形的方法是，对于一个给定的图形,找一个比较简单的透射的图 
形，研究后者以找出它在投射与截影下不变的性质，这样来获得原 
来那比较复杂的图形的性质.这个方法的实质曾被 Desargues 和 
Pascal 使用过， Poncelet 在他的 《论 图形的射影性质》里赞扬过 
Desargues 在这方面及其他方面的创见. 

Poncelet 的第二个主导的观念是连续性原理.在他的（论图 
形》里他是这样说 的：“ 如果一个图形从另一个图形经过连续的变 
化得出，并且后者与前者一样地一般，那么可以马上断定，第一个 
图形的任何性质第二个图形也有.”怎样判定这两个图形都是一般 
的呢？他没有 解释. Poncelet 的原理也断定，若一个图形退化了， 
譬如六边形的一边趋于零而退化成五边形，则原来图形的任何性 
质都会转化成关于那退化图形的一个适当措辞的命題. 

这原理对 Poncelet 来说其实不是新的，在概括的哲学意义 
下，要追溯到 Leibniz, 他在1687年说，当两件事的已知条件的差 
别能变得任意地小时，其结果的差别也能变得小于任意给定的量. 
从 Leibniz 以来这原理一直得到承认和运用. Monge 开始用连续 
性原理来论证 定理. 他想要证明一个普遍的定理，却采用图形的一 
个特殊位置来证它，然后声称这定理是普遍成立的,甚至当该图形 
里的某些元素变成虚的时候也成立.例如，要证明关于线与曲面的 
—个定理,他就在线与曲面相交时证它，然后声称即使线与曲面不 



相交，交点变成虚的时候，结论也成立.无论 Monge 还是 Carnot 
(他也用过这原理〉都没有为它提出过任何根据. 

制造了“连续性原理”这个术语的 Poncelet, 把这原理抬高成 
绝对的真理，并在他的《论 图形》 中大胆地应用.为了“论证”它是可 
靠的，他举出圆的相交弦的两段之积相等这条定理，说，当交点移 
到圆外时，得出关于割线与其圆外段之积相等的定理.还有，当一 
条割线变成切线时，切线与其圆外段变得相等，它们的积仍等于另 
—条割线与其圆外段 的积. 这一切都是挺有道理的，但是 Poncelet 
应用这原理来证明许多定理，并且像 Monge —样，引申这原理去 
谈论虚的图形.（以后我们将提到一些例子 .） 

巴黎科学院的别的院士们批评这连续性原理，认为它只具有 
启发的 意义. 特别是 Cauchy, 他批评这原理，但遗憾的是他的批评 
指向 Poncelet 的应用，而在那里这原理确实是有效的.批评者也 
指出， Poncelet 等人对这原理的信心其实是来源于它有代数上的 
依据•事实上, Poncelet 在狱中的笔记表明他确曾用分析学来检验 
这原理的可 靠性. 顺便说一下，这些笔记由 Poncelet 写好并由他 
分成两卷出版，题为 《分析 学与几何学的应用》 
d'analyse et de geometrie , 1862 — 1864) ，其实这是他 1822 年的 
《论图形》的修订版，而且在后面这一著作中他的确使用了解析方 
法. Poncelet 承认能够从代数上证明这原理，但他坚持认为这原理 
并不依赖于这样一个证明.然而可以相当肯定的是, Poncelet 依靠 
了代数的方法去弄清事情的究竟，然后又以这原理为依据来肯定 
几何的结果. 

Chasles 在他的《概述》里为 Poncelet 辩护. Chasles 的论点 
是，代数是这原理的事后诸葛亮的（由结果追溯原因的）证明.然 
而，他留下伏笔，指出必须小心，不要把本质上依赖于元素的虚实 
的性质从一个图形转移到另一图形上去.例如圆锥的一个截口可 
能是双曲线，因而它有渐近线.当截口是一个椭圆时，渐近线就成 



了虚的.因此不应去证明一个只同渐近线有关的结果，因为渐近线 
依赖于截口的特殊种类.也不应把抛物线的结果转移到双曲线上 
去，因为在抛物线的情形，截割平面并不在一般位置.接着，他讨论 
了有公共弦的两个相交圆的问题.当两圆不再相交时，公共弦成虚 
的.他说，其实公共弦通过两个实点这件事是一种附带的或偶然的 
性质.必须以某种办法来定义这条弦,要不依赖于当两圆相交时它 
通过实交点这件事，而要是任意位置的两个圆都恒有的性质.例如 
可以定义它为（实的）根轴，意思是这条线上的任何点到那两个圆 
的切线长都 相等; 也可以利用这么个性质来定义它，即以这条线上 
任何点为圆心能画一个圆与那两个圆都垂直相交. 

Chasles 也坚决主张连续性原理适用于处理几何里的虚元素. 
他先解释几何里的虚是什么意思.虚元素属于一个图形的某一种 
情形或状态，在其中某些成分不再存在，而在这图形的另一状态中 
这些成分是实的.他接着说，因为，若不同时想想这些量是实量时 
的那些有关的状态，就不会有虚量的观念•后面说的这些状态，他 
叫做“偶然的”状态，提供了理解几何里的虚元素的钥匙.要证明关 
于虚元素的结果，只需取图形的一般位置，其中该元素是实的，然 
后，依据偶然关系原理或者说连续性原理，可以推断当该元素是虚 
的时候结果也 成立. “这样就看出，虚元素的运用和考虑是完全正 
当的 .”19 世纪时，连续性原理被承认为直观上明显的，因而具有 
公理的地位•几何学家们随意使用它，从来不认为它需要证明. 

虽然 Poncelet 用连续性原理去断定关于虚点和虚线的结果， 
但他从未给出过这些元素的一般定义.为了引进某些虚点,他给了 
复杂的、不十分清晰的几何 意义. 当我们从代数的观点来讨论它们 
时，我们会更容易理解这些虚元素.尽管 Poncelet 的方法缺乏清 
晰性，但引进圆上无穷远点的概念还得归功于他，那是任何两个圆 
都共有的、位于无穷远直线上的两个虚 点①. 他还引进了任两球面 



都共有的球上无穷远圆.他接着证明，两条不相交的实圆锥曲线有 
两条虚的公共弦，两条圆锥曲线交于四个点，或实或虚. 

Poncelet 的工作中第三个主导观念是关于圆锥曲线的极点与 
极线的概念.这概念起源于 Apollonius， 并在17世纪的射影几何 
学工作中被 Desargues (第14章第3节）及其他人用过. Euler, 
Legendre,Monge,Servois 和 Brianchon 也已用过它.但是 Poncelet 
给出了从极点到极线和从极线到极点的变换的一般表述，并且在 
他1822年的《论图形>和他在1824年提交巴黎科学院的《论配极 
的一般理论>@中用作建立许多定理的方法. 

Poncelet 研究关于圆锥曲线的配极的目的之一是要建立对偶 
原理.射影几何的研究者们曾经注意到，涉及平面图形的定理如果 
把“点”换成“线”、“线”换成“点”重述一遍，不但话谈得通，而且竟 
是正确的.这样重述所得出的定理为什么还成立？其原因当时是 
不清楚的，并且 Brianchon 事实上还怀疑过这个原理. Poncelet 
想,配极关系是其原因. 

然而，这个配极关系需要一个圆锥曲线作中介. Gergomie ② 
坚决主张这对偶原理是一个普遍原理，适用于除了涉及度量性质 
者外的一切陈述和定理.极点和极线是不必要的中间支撑物.他引 
进了“对偶性”这个术语来表示原来定理与新定理之间的关系.他 
也注意到在三维的情形中点与面是对偶的元素，而线与它自己 
对偶. 

为了说明 Gergorme 对于对偶原理的理解，我们来考察他是 
怎样对偶化 Desargues 的三角形定 理的. 首先我们应注意三角形 
的对偶是什么.三角形由不在同一条直线上的三个点，以及连结它 
们的三条线 组成. 对偶的图形则由不在同一个点上的三条线，以及 
连结它们的三个点(交点)组成.这对偶的图形又是一个三角形，所 




以三角形称为是自对偶的 .Gergomie 发明了把对偶的定理写成两 
栏的格式,把对偶的命题并排写在原来命题的旁边. 

现在让我们考虑 Desargues 定理，这时两个三角形和点 O 在 
一个平面里，我们来看看把点与线对换会得出什么结果. Ger- 
goime 在刚才提到过的1825—1826年的文章中把这个定理及其对 
偶 写成： 


Desargues 定理 
如果有两个三角形，连结 
对应顶点的线过同一个点 
O , 那么对应边相交的三 
个点在同一条线上. 


Desargues 定理的对偁 
如果有两个三角形，连结 
对应边的点在同一条线 o 
上，那么对应顶点相连的 
三条线过同一个点. 


这里，对偶定理是原来定理的逆定理. 


Gergonne 对一般对偶原理的表述是有点含糊的、有缺陷的. 
虽然他深信它是一个普遍的原理，但他不能证明它，而 Poncelet 
正确地反对了这些缺陷.他还与 Gergonne 争发现这原理的优先 
权(这实在是属于 Ponceiet 的），甚至谴责 Gergonne 剽窃.然而， 
Poncelet 确实要依靠配极，却不肯承认 Gergonne 在认识这原理的 
更广的应用方面前进了一步.后来， Poncelet , Gergonne ， Mdbius ， 
Chasles 和 Plucker 之间开展的讨论完全弄清了这原理. Mobius 
在他的 《重心计算》 （Der barycentrische Calcul ) 中 ，后来还有 
Pliickei ■，都很好地说明了对偶原理与配极的 关系： 对偶的概念和 
圆锥曲线、二次型无关，但当后者能用时，就与配极一致.这时期还 
没有得到一般对偶原理的逻辑证明. 


Ja CO bStei ner (1796 — 1863) 推进了射影几何的综合的发展. 
他是接受法国的尤其是 Poncelet 的观念，偏爱综合方法以至嫌恶 
分析学的一个德国几何学派的第一个 A. 他是一个瑞士农民的儿 
子，19岁以前一直在农场干活.虽然他大多是自学的，但他终于成 


了柏林的教授.他年轻时是裴斯泰洛齐学校的教师，深感培养几何 
直观之重要.裴斯泰洛齐原则是在教师引导下，并采用 Socrates 
方法（即问答法——译者注），让学生创造数学. Steiner 走到极 
端，他教几何不用图，在黑屋子里培养研究生.在其后期的工作中， 
Steiner 把英国的及其他杂志上发表的定理和证明拿过来，在他自 
己的著作中从不声明他的成果已有人建树.他早年做过好的创造 
性的工作，并企图维持他的多产的名声. 

他的主要著作是《几何形的相互依赖性的系统发展 >(S^- 
tematische Entivicklung der Abhdngigkeit geometrischen Gestalt- 
en von einander t 1832) ，他的主要原理是运用射影的概念从简单 
的结构(如点、线、线束、面、面束)建造出更复杂的结构.他的结果 
不是特别新的，但他的方法是新的. 



为解释他的原理，我们来考察他的定义圆锥曲线的射影方法， 
这现已成为标准的方法.从两个线束（共点的线族 ）A, p 3 出发 
(图 35. 6) ，设它们是通过线/上的点束透视相 关的; 设线束 P 3 与 
P 2 是通过另一条线 m 上的点束透视相关的.这时线束 P, 与朽 
就说是射影相关的.以为中心的线束 和以朽 为中心的线束中 
标着《的线，是在两个线束 P, 与 P 2 间的射影对应下互相对应的 
线的例子.圆锥曲线现在就定义为两个射影相关的线束的所有各 
对对应线的交点的集合.例如 P 是曲线上的一个点，而且，这曲线 
通过和(图％. 7). 就这样， Steiner 用较简单的形、线束，造 
出了圆锥曲线或二次 曲线. 但是，他并未证明他的曲线与圆锥的截 
口是一回事. 

他也以类似的方式造出了直纹的二次曲面、单叶双曲面和双 
曲抛物面，用射影对应作为他的定义的基础.实际上对整个射影几 
何来说他的方法还不够普遍. 

在证明中他采用交比作为基本工具.然而他不采用虚元素，称 
之为“幽灵”或者“几何的鬼 影”. 他也不采用带负号的量，虽然 
MAbius (他的工作我们很快要讲）已经引进了它们. 

Steiner 在他的工作中从一开头就使用对偶原理.例如他把圆 
锥曲线的定义对偶化，得到一种新结构，称为线曲线.如果从两个 
射影相关的(但非透视相关的）点束出发，那么连结这两个点束中 
对应点的线族（图 35. 8) 称为一个线圆锥曲线.这样的线束也刻画 



出一条曲线,为了区别起见，作为点的轨迹的通常的曲线称为点曲 
线.点曲线的诸切线是一个线曲线，在圆锥曲线的情形就构成对偶 
曲线.反过来，每个线圆锥曲线包络着一个点圆锥曲线，或者说它 
是一个点圆锥曲线的切线集体. 

用 Steiner 的点圆锥曲线的对偶的概念，可以把许多定理对偶 
化. 让我们举 Pascal 定理来形成它的对偶命题.我们把定理写在 
左边，新的命题写在右边. 


Pascal 定理 

在点圆锥曲线上取六个点 
A，B, C，D，E, F， 则 

A, B 的连线与 D, E 的 
连线相交得一点 P; 

B, C 的连线与 E, F 的连 
线相交得一点 Q; 

C, D 的连线与 F , A 的 
连线相交得一点 

P. 尺三点在一条线/ 


Pascal 定理的对偶 
在线圆锥曲线上取六条线 
a t A * c f d $ e» a * b 
的交 A 与 d , e 的交点相 
连得一线 p; 

h c 的交点与 e， /的交 
点相连得一线9; 
c , 3的交点与/，的交 
点相连得一线 r. 

P ， q , r 三线通过同一点 


第14章的图 14. 12解说了 Pascal 定理.其对偶就是 Brianchon 利 
用配极关系发现的定理（图 35. 5). Steiner, 像 Gergonne 一样，没 
有建立对偶原理的逻辑基础.然而，他在前进过程中，通过把图形 
分类和注重对偶命题而系统地发展了射影几何学.他还充分研究 
了二次曲线和二次曲面. 

毕生献身于几何学的 Michel Chasles 继续 Poncelet 和 Stei- 
ner 的工作，虽然他个人并不知道 Steinei •的工作，因为我们曾经 
说过, Chasles 不能读德文. Chasles 在他的《论高等几何 >( 7>如•沒 
de geometrie superieure , 1852) 和 《论 圆锥曲线 >(Traite des sec - 






tions coniques , 1865) 中提出了他自己的想法.由于 Chasles 的许 
多工作或者无意地重复了 Steiner 的，或者被更普遍的概念所更 
替，所以我们只讲应归功于他的少数主要结果. 

Chasles 从他弄懂 Euclid 的失传的著作 （衍论 的 
努力中得到交比的观念（虽然 Steinei •和 Mdbius 已经重新引进了 
它). Desargues 也用过这概念，但是 Chasles 只知道 La Hire 写过 
的有关的东西. Chasles 不知什么时候还得知 Pappus 有这观念， 
因为在他的《概述》的札记 1X(p. 302) 里他提到 Pappus 用了这观 
念.这个领域中 Chasles 的结果之一①是，圆锥曲线上四个固定点 
与这圆锥曲线上的任意的第五点确定的四条线有相同的交比. 

1828年 Chasles® 给出了 定理： 已知两个共线点集成 一一 对 
应,使得一条线上任四点的交比等于另一条线上的对应点的交比， 
那么连结对应点的那些线是一个圆锥曲线的切线，那圆锥曲线与 
这两条已知线也 相切. 这结果等价于 Steiner 的线圆锥曲线的定 
义,因为这里的交比条件保证了两个共线点集是射影相关的，连结 
对应点的那些线就是 Steiner 的线圆锥曲线的那些线. 

Chasles 指出，从对偶原理来看，在平面射影几何学的发展中， 
线可以同点一样基本，并相信 Poncelet 和 Gergonne 对这一点是 
清 楚的. Chasles 也引进了新的术语.他把交比叫做非调和比.他引 
进“单应”这个术语来描述平面到自身或到别的平面的、把点变成 
点、线变成线的变换.这个术语包含了透射的或者射影相关的图 
形.他加了一个条件，要求变换保持交比不变，但这件事是能够证 
明的.把点变成线、线变成点的变换他叫做对射. 

虽然 Chasles 为纯粹的几何学辩护，但他却是解析地思考然 
后几何地陈述他的证明和结果的.这种方法称为“混合法”，后来别 
人也使用. 



1850 年前后，射影几何学与 Euclid 几何学相区别的一般概念 
和目的是清 楚的; 可是这两种几何学的逻辑关系并没有弄清楚.从 
Desargues 到 Chasles ，射影几何里用了长度的概念.事实上，交比 
的概念就是用长度定义的.但长度不是射影概念，因为它在射影变 
换下不是不变的. Karl Georg Christian von Staudt(1798 一 1867) 
是埃尔兰根 (Erlangen) 的教授，他对逻辑基础有兴趣，决心使射影 
几何摆脱对长度和叠合的依靠.他的方案在他的《位置的几 何学》 
(GeometriederLage. 1847) 中提出，实质上是在射影的基础上引 
进一种类似长度的东西.他的方案叫做“投的代数” (the algebra of 
throws). 在直线上任选三个点，给它们指定符号0, 1, oo. 然后用 
-- 种(来自 Mdbius 的）几何作图法一“投”，给任意一点 P 配上 
一个符号. 

为了看看这作图法在 Euclid 几何里相当于什么，我们从直线 
上标着0和1的点（图 35. 9) 出发. 过一条平行线上的一点 M 作 
0M， 然后，作 1N 平行于 0 脱再画出 1M, 作 N2 平行于 1M. 显然 
01 = 12，因为平行四边形对边相等.这样就用几何作图把01的长 
度转到12 了. 



图 35. 9 



m 35. 10 


现在来看射影的情况.从三个点0, 1， 00( 图 35. 10) 出发.点 
oo 在无穷远直线I上，但在射影几何中这不过是一条普通的线. 
取一点 M， 过 M 作一•条“平行”于01的线.这意思是过 M 的那条 



线应该与 01 在 oo 相交，所以我们画出 Moo. 作 0M 并延长它直到 
与相交.然后过1作 0M 的“平行线”.这意思是过1的那条“平 
行线”应该与 0M 相交在 L 上.这样我们得到 1P 线，从而确定出 
A/ 来.再画出 1M 并延长它直到与 L 相交于 Q. 过 N 而“平行”于 
的线是 QN, 我们就得到它与01的交点，标上 2. 

用这种作图法能给 Oloo 线上的点配上“有理数坐标”.要把无 
理数配给线上的点，必须引进连续性公理（第41章）.这概念当时 
尚未被很好地了解，因而 von Staudt 的工作不够严密. 

Von Staudt 给线上的点指定坐标并未用长度.他的坐标虽是 
通常的数的记号，却只是充当点的有系统性的识别符号.所以要加 
或减这种“数”时, von Staudt 不能使用算术的法则.他用几何作图 
来定义这些符号的运算，举例说，使得数2和3相加得数 5. 这些 
运算服从通常的数的一切规律.这样，他的符号或坐标就能当作普 
通的数来处理，虽则它们是几何地造出来的. 

给他的点配上这些标号以后, von Staudt 就能定义四个点的 
交比•如果这四点的坐标是 A , x 2 , x 3 , 那么交比定义为 



这样, vcm Staudt 不依靠长度和叠合的概念就得到了建立射影几 
何的基本工具. 

交比是一 1的四点叫做调和集.在调和集的基础上 von 
Staudt 给出基本定义 ：两个 点束是射影相关的.如果在 一一 对应 
之下调和集对应于调和集.四条共点的线构成一个调和集，如果它 
们与任一斜截线的交点是一个调和点集.于是两个线束的射影对 
应也能定义了.利用这些概念, von Staudt 定义了平面到自身的直 
射变换为点到点、线到线的 一一 变换，并证明它把调和集变成调 
和集. 

在他的《位置的几何学》里， von Staudt 的主要贡献是指出射 



影几何学其实比 Euclid 几何学还基本.它的概念从逻辑上看是前 
提.这本书和他的《位置的几何学 论丛》 （BWfrdge zur Geometrie 
der Lage y 1856,1857,1860) 显示了射影几何学是与距离无关的 
学科.然而，他还是用了 Euclid 几何学的平行公理，从逻辑的观点 
看来这是个缺点，因为平行性不是射影不变的.这个缺点是 Felix 
Klein ①消除的. 


4 . 代数的射影几何学 

在综合几何学家们发展射影几何学的同时，代数几何学家们 
沿用自己的方法也研究这同一个学科.新的代数概念中最早的是 
现在所称的齐次坐标.方案之一是 Augustus Ferdinand Mobius 
(1790 — 1868) 创立的，他像 Gauss 和 Hamilton 一样，是一个天文 
学家，但是他把大量的时间用于数学.虽然 Mobius 没有参加综合 
方法与代数方法之争，但他的贡献却是在代数方面. 

他用坐标表示平面上的点的方案，发表在他的主要著作 《重心 
计算 >© 中.他从一个固定的三角形出发，对这平面的任一点 P， 考 
虑在三角形的三个顶点上各放多少质量能使这三个质量的重心在 
P， 就取这三个量作为 P 的坐标.当 P 在这三角形外面时,坐标之 
一或之二可以是负的.当这三个质量乘以同一个常数时 P 仍是重 
心.所以在 Mobius 的方案中，点的坐标不是唯 一的； 三个坐标之 
比才是确 定的. 这个方案用于空间的点时需要四个坐标.在这个坐 
标系里写出的曲线和曲面的方程是齐次的，即所有各项的次数都 
相同. 稍后我们就会看到运用齐次坐标的例子. 

Mobius 把从平面到平面或从空间到空间的变换分成类型.如 
果对应的图形相等,变换就是叠合 变换; 如果对应的图形相似，变 


① Math. Ann. , 6,1873,112^ 145 = Ges. Abh. , 1.311 〜 343 .又见第 38 章第 3 节. 

② 1827发表 = Werke ,1,1 〜 388. 



换就是相似变换.再普遍一些的是保持平行性但不保持长度和形 
状的变换，这类型称为仿射变换 （Euler 引进的一个概念).最普遍 
的是把直线变成直线的变换，他把 
它叫做直射变换. Mdbius 在《重心 
计算》中证明每个直射变换是一个 
射影 变换; 就是说，它能从一连串透 
视变换得出.他的证明假定变换是 
一对一而且连续的，但是连续性条 

件能够减弱.他还给出这种变换的1 B C r 
—种解析表 示式. Mdbius 指出，可 图 3 良11 

以在上述的每一类型变换下考虑图形的不变性质. 

Mobius 在几何里不仅对线段而且对面积和体积，引进了带正 
负号的 元素. 因此对于在同一线上四点的带正负号的交比这一概 
念他能给出完善的处理.他还指出，线束中四条线的交比可以用顶 
点 P 处各角（图 35.11) 的正弦表示为 

sin APB / sin BPD 
sin APC/sin CPD* 

并且这个比值与任何斜截线所截得的四点 A, C，D 的交比是 
相 同的. 所以交比在投射与截影下不改变. Mobius 还缓慢地发展 
出许多别的观念，然而没有推进得很远. 

賦予射影几何的代数方法以效率和活力的人是 Julius 
Plucker( 1801-1868). 在好几所学校当数学教授之后,1836年起， 
他一直是波恩的数学与物理学教授. Plucker 主要是一个物理学 
家，其实是一个实验物理学家，在那个领域里有许多有名的发现. 
1863年以后，他重新献身于数学. 

PlUcker 也引进了齐次坐标，但与 Mobius 的方式不同.他的 
第一个概念是三线坐标①，也见于他的《解析几何的发展》 




tischrgeometrische Entwickelungen , 1828, 1831) 的第二卷.他从 
—个固定的三角形出发，任一点 P 的坐标取为从 P 到该三角形各 
边的带正负号的垂直 距离； 各距离可以乘以同一个常数.后来在第 
二卷里他引进一个特殊情况，相当于把三角形的一条边看成无穷 
远直线.这等价于把通常笛卡儿坐标X和:V换成工= A/X3 和;V 
= X 2 /^3 ，因而曲线的方程变得对:^ ，而 ， A 为齐次的.后面这个 
概念是后来较广泛地采用的. 

利用齐次坐标，并且利用关于齐次函数的 Euler 定理，即若 
f{tx x , tx z , tx 3 ) — t n f(x x ， ) , 则 

Pliicker 能够给几何观念以优美的代 _ 表示.例如若 /(々，x 2 , 
•r 3 > == 0是一个圆锥曲线的方程，其中 a , x 3 ) 是这圆锥曲线 
上的点的坐标，那么方程 

当把X,',而'， A' 看成流动坐标时，可以解释为点 (: r,, X2 , 々 ) 处的 
切线方程，而当把 A, A ， A 看成流动坐标时，则是任意点(X,', 
工“ w) 相对于该圆锥曲线的极线的方程. 

利用齐次坐标, Pluckei •给出了无穷远线、圆上无穷远点及其 
他概念的代数表述•在齐次坐标系 (A, o： 2 , x 3 ) 中，无穷远线的方 
程是: r 3 =0•这条线在射影几何里并不是异常的,但是在我们关 
于几何元素的直观模型中， Euclid 平面的每个寻常点落在一个有 
穷位置上，由 a： = 与: y = ar 2 /x 3 确定，因而我们不得不把 x 3 

= 0上的点看成无穷远的. 

在通过X = X./X3 , 3^ = X 2 /X 3 引进齐次笛卡儿坐标X, , X 2 , 
•r 3 之后，圆的方程 

(x-a) 2 +(y-6) 2 = r 2 
(•r, -ox 3 ) 2 + (or 2 -hx 3 ) 2 = i^x, 2 . 


变成 



由于无穷远线的方程是^3=0，所以这条线与圆的交点由 

Xi +0：2 = 0, x 3 = 0 

确定，而这乃是圆上无穷远点的方程.这些点的坐标是（1，1， 0) 和 
(1, -i, 0)，或者是正比于它们的三个数.类似地,球面上的无穷 
远圆的方程是 

x\+x\-\- x\ = 0, JC A =0. 

如果我们把直线方程写成齐次形式(我们用X， ：y, z 代替 a , 

X 3 ) 

Ax + By + Cz = 0 t 

并且要求该线通过点 (A ，: y,, Zl ) 和 (1, i, 0), 那么所得的该线的 
非齐次方程是 

■1 .一 工0 +心一 ：yo) = 0, 

其中 jr 0 = x,/z t t y 0 = yi/ii . 同样，通过 (工1 , ：yi, 怎 i) 和 (1, —i， 
0) 的线的方程是 

X —Xo — i(3/ —3»o) = 0. 

这两条线都与自身相垂直，因为斜率等于其负倒数. SophusLie 称 
它们为飘渺线;现在称为迷向线. 

Pllicker 从代数上处理对偶性的努力使他得到一个漂亮的观 
念，线坐标®.如果一条直线在齐次坐标中的方程是 

ux vy xvz = 0, 

“，v ， W 或与它们成比例的三个数就是这条线的坐标于是正像 
方程 /(^l ， j：2 ， 13) = 0表示一些点的集体那样， /(«,V, w) = 0 
表示一些线的集体，或者一个线曲线. 

用这种线坐标的概念， PliickerH 能给对偶原理一个代数的表 
述和证明.给定任一方程 /(r, 0 = 0，如果把 r， ^ i 解释为点 




的齐次坐标 A, A, A ，我们就得到一个点曲线的 方程; 如果把它 
们解释为《, % US 我们就得出对偶的线曲线.用代数的过程证明 
的关于点曲线的任何一个性质都引出关于线曲线的对偶的性质， 
因为在变量的两种解释下，代数是相同的. 

PlUcker 在这1830年的第二篇文章和他的 《发展》 第二卷中还 
指出，看做点的集合的一条曲线同时也能看成这曲线的切线的集 
合,因为这些切线也像那些点一样确定了曲线的形状.切线族是一 
条线曲线，在线坐标里有一个方程.这个方程的次数叫做曲线的类 
数，而曲线在点坐标里的方程的次数叫做曲线的阶数. 


5. 离次平面曲线和离次曲面 

18世纪的人对高于二次的曲线曾经做过一些工作（第23章 
第3节），但是从1750年到1825年这门学科处于休眠状态. 
Pliicker 研究了三次和四次曲线，并且在这工作中放手使用了射影 
的概念. 

在他的《解析几何的体系》 （S_y5/e»n der analytischen Geome- 
trie % 18S4) 中，他采用了一个虽然方便却不很有根据的原理来建 
立曲线的标准型.譬如说,为了证明一般的四阶(次）曲线能化成— 
种特定的标准型，他推理说，如果两种形式中常数的个数相同，就 
能把一种形式化成另一种.这样，他推理说四阶的三元(三个变量 
的)形式总能化成 

C 4 = pqrs +如 2 

的形状，其中9, r，s 是线性形式,是二次型，这是因为等式 
两边都包含14个常数.在他的方程里^和各系数都是实数. 

Pliicker 还研究了曲线的交点的个数，这是18世纪也做过的 
题目.他用 Lam€ 1818年在一本书里引进的办法，把通过两条„ 
次曲线 C： 和 cr 的交点的所有曲线组成的曲线族表示出来.通过 



这些交点的任何曲线 (:《 都能表示成 

c n = c:+xc: = o, 

这是 A 是参数. 

用这个办法, Pliicker 给 Cramer 饽论(第23章第3节)一个清 
楚的解释.一条一般的曲线 C„ 被《(» + 3)/2个点所确定，因为这 
是它的方程中本质的系数的个数.另一方面，由于两条 C； 相交于 
« 2 个点，过其中 n(n + 3)/2 个交点的会有无穷多条别的 C„. 
Plucker 解释了这表面上的矛盾任何两条 n 次曲线的确相交于 
« 2 个点.然而只有 （n/2)(« + 3)-1 个点是互相独立的.换句话 
说，如果我们取两条《次曲线通过这 («/2)(n + 3)-l 个点，那么 
过这些点的其他任何一条 n 次曲线，将通过它俩的 n 2 个交点中的 
其余（” 一 1)<« — 2)/2 个.例如当 ” = 4时，有13个点互相独立. 
通过这13个点的任何两条曲线定出〗6个点，但是过这13个点的 
其他任何一条曲线一定通过其余那三个点. 

然后 PlUcker 研究了② m 次曲线与；I次曲线的相交理论.他 
把后者看成是固定的，交它的那条曲线是变动的.采用缩写记号 
C” 表示《次曲线的表达式，别的曲线也用类似的记号，对于 
的情形，他写成 

C m « C„' + AC” = 0 ， 

使得•是 m — ”次多项式.从这方程， Plucker 得到确定 C， 与一 
切 m 次曲线的交点的正确方法.由于根据这方程有 m_«+l 
( 中系数的个数）条线性无关的曲线通过 CJ 与 C» 的交点， 
Pliicker 的结论是，在 C, 上给定任意—（”_1)(« — 2)/2个点， 
Cn 与的細个交点中其余（《— 1)(/1 —2)/2 个就确定了.差不 
多同时 Jacobi® 也得到这同一结果. 



Pliicker 在他 1834 年的（体 系》 中，后来在他的(:代数曲 线论》 
(Theorie der algebraischen Curven, 1839 〉中更明确地给出了现 
在所谓的 Pliicker 公式，把曲线的阶数《和类数々与简单奇点联 
系起来.设^是二重点（一种奇点，在那里两条切线不相同）的个 
数， r 是尖点的个数.在线曲线中，二重点对应于二重切线（一条二 
重切线其实是两个不同的点处的切线），其个数设为尖点对应 
于密接切线(在拐点穿过曲线的切线），其个数设为 u;. Pliicker 证 
明了下列对偶的 公式： 

k = n{n — \) — 2d~ 3r, n = k{k — 1) — 2/ — 3w, 
w — 3«(n — 2) — 6d~ 8r, r = 3k(k — 2) — 6/ — 8w. 

每种元素的个数都包括实的和虚的在内. 

于是，在 n = 3 t ci = O f r = 0•的情形，拐点的个数 w 该是 9. 
到 Pliicker 时， DeGua 和 Maclaurin 已证明了通过一般三次曲线 
的两个拐点的直线一定通过第三个拐点，而且从 Clairaut 的时候 
起就已假定了一般的 C 3 有三个实的拐点这件事.在1834年的 《体 
系》里， PiUcker 证明了，每个 C 3 或者有一个或者有三个实的 拐点； 
在后一种情况下，它们在一直线上.他还得到把复的元素算在内的 
更一般的结果.一般 C 3 有九个拐点，其中六个是虚的.为了推导这 
个结果，他利用他的数常数个数的原理证明了 
C 3 = fgh — I 3 , 

这里/，片， A, /都是线性形式，并且导出了 De Gua 和 Maclaurin 
的结果.然后他证明了（推理不完全），的九个拐点三个三个在 
—条线上，一共就有12条这样的线.在几所大学当过教授的 Lud¬ 
wig Otto Hesse(181〗一1874) 补全了 Pliicker 的证明①，并且指出 
那12条线可以分成四个三角形. 

作为发现曲线一般性质的另一个例子，我们再考虑„次曲线 
f (工， y) = 0 的拐点问题. Pliicker 把普通微积分中对于 ：y = f(x) 




的拐点条件 dVdx 2 =0 表示成适用于 f ( x t y ) = 0 的形式，并得 
到一个 3n-4 次的方程.由于原曲线与新曲线必有 n (3 n -4 ) 个交 
点，故原曲线似乎该有 n (3 n - 4) 个拐点.因为这数太大了， 
PlUcker 设想那3«-4次方程的曲线与原曲线/ = 0的 n 个无穷 
支中的每一支都有一个切接触，从而公共点中有2«个不是拐点， 
这就得出正确的个数 3 n ( n -2). Hesse 利用齐次坐标阐明了这件 
事①; 他把 x 换成 A/X3 ,：y 换成 o： 2 /:r 3 ,利用关于齐次函数的 Euler 
定理，他证明了拐点的 Pliicker 方程能写成 
I/., /« /.al 
H=\f 2l / 22 / 23 = 0 ， 

I/s. fn /33I 

这里的下标表示偏导数.这个方程是3(»—2)次的，所以与”次方 
程 /(A, x 2 , x 3 ) = 0 交于正确个数的 拐点. 这行列式本身称为/ 
的 Hesse 式，是 Hesse 引进的一个概念 

PlUcker, 以及其他人，研究了四次曲线.他第一个发现 (《论 代 
数曲线》， 1839) 这种曲线有28条二重切线，其中至多八条是实的. 
后来 Jacobi ③证明；I阶曲线一 般有； *(„ — 2)<« 2 — 9)/2 条二重 
切线. 

代数几何学的工作也包括空间中的图形.虽然空间中直线的 
表示式已由 Euler 和 Cauchy 引进, PlUcker 在他的《空间几何学的 
体系》 (System Geometric des Raumes , 1846) 里引进一种修改 
了的形式 

x = rz +p y y = sz+a t 

这里的四个参数 r , 仏^ a 确定了该直线.可以用线来造出整个空 
间，因为，举例说，平面无非是线的集合，而点是线的交点.然后 
PlUcker 说，如果把线看做空间的基本元素，空间就是四维的，因为 



要用线来盖住全空间需要四个参数.他放弃了四维点空间的概念， 
认为它太形而上学了.维数依赖于空间元素，这是新的思想. 

空间图形的研究包括了三次和四次曲面.直纹曲面是由一条 
直线按照某种规律运动而生成的.双曲抛物面（马鞍面)和单叶双 
曲面就是例子，螺旋面 也是. 如果一个二次曲面包含一条直线，它 
就包含无穷多条线，并且是直纹曲面.（这时它必定是锥面、柱面、 
双曲抛物面或单叶双曲面. ） 然而这对三次曲面不正确. 

作为三次曲面的惊人的性质的例子，有1849年 Cayley 的发 
现①，每个三次曲线上恰存在27条直线.它们不一定全都是实的， 
但是对某些曲面它们全是实的 .Clebsch 1871年给过一个例子②. 
这些线有特别的性质.例如，每条与别的10条相交.有许多 进一步 
的工作研究了三次曲面上的这些线. 

在关于四次曲面的发现中， Kurnmer 的一个结果值得一提.他 
研究过表示光线的直线族，在考虑连带的焦曲面③时他引进了一 
个四次曲面（而且类数是四），有16个二重点和16个二重平面，它 
是一个二阶的光线族的焦 曲面. 这个曲面称为 Kummer 曲面，包 
含那表示客向异性介质中光传播的波前的 Fresnel 波曲面为 
特例. 

19世纪上半叶在综合的和代数的射影几何学上所作的工作， 
开辟了各种几何学研究的一个光辉灿烂的时期.综合的几何学家 
们统治着这个时期•他们力求从每一新的结果中发现某种普遍原 
理，这些原理常常不能从几何上得到证明，然而他们从这些原理得 
到的彼此联系着并同一般原理联系着的结论多如泉涌.幸而，代数 
的方法也被引进了，而且，如我们将看到的，终于统治了这个领域. 
可是我们要把射影几何的历史断开，去考虑一些革命性的新创造， 




它们影响了几何学中以后的所有工作，实际上还根本改变了数学 
的面貌. 




第 36 章 


非 Euclid 几何 


……因为那似乎是对的,很多事物仿佛都有那么一个时期， 
届时它们就在很多地方同时被人们发现了，正如在春季看 
到紫罗兰处处开放一样. 

Wolfgang Bolyai 


人们所推崇于数学真理的必然性，甚至归霣于它的特殊的 
确定性，只是一种锚觉. 


1 .引 言 

在19世纪所有复杂的技术创造中间，最深刻的一个，非 Eu¬ 
clid 几何学，在技术上是最简单的. 这个创造引起数学的一些重 
要新分支，但它的最重要影响是迫使数学家们从根本上改变对 
数学的性质的理解，以及对它和物质世界的关系的理解，并引出 
关于数学基础的许多问题，这些问题在20世纪仍然进行着争 
论. 以下将看到，非 Euclid 几何是在 Euclid 几何领域中，一系列 
长期努力所达到的顶点.这个工作到19世纪早期就成熟了，正 
是射影几何也在恢复和发展的同一年代，然而这两个领域在当 
时彼此并无关联. 


2. 1800年左右 Euclid 几何的情况 

虽然希腊人 B 经承认抽象的或数学的空间是不同于感性认识 



的空间，而 Newton 也强调指出了这一点①，但直到1800年左右， 
所有的数学家都认为 Euclid 几何是物质空间和此空间内图形性 
质的正确理想化.实际上正如前已指出过的,很多人想把逻辑基础 
模糊的算术、代数和分析，建立在 Euclid 几何之上，从而保证这些 
分支的真理性. 

很多人确实说出了绝对信任 Euclid 几何为真理的话.例如 
Isaac Barrow 把他的数学包括微积分在内都建立在几何基础之 
上，对几何的肯定性列举了八项理 由:概 念清晰，定义明确，公理直 
观可靠而且普遍成立，公设清楚可信且易于想象，公理数目少，引 
出量的方式易于接受，证明顺序自然，避免未知事物. 

Barrow 确曾提出问 题：何 以确知几何原理可应用于自 然界？ 
其回答是，这些原理来自内在理性 （innate reason). 感觉到的事物 
只是起了唤醒它们的作 用物. 再者几何原理早为长期经验所不断 
证实，并将继续如此，因为上帝创造的世界是万古不易的.于是几 
何是完备的与肯定无疑的科学. 

17世纪末和18世纪的哲学家也理所当然地提 出：何 以确知 
Newton 科学所产生的大量知识是正 确的. 几乎所有的哲学家，著 
名的如 Hobbes, Locke 和 Leibniz 等人，都回答说，数学定律和 
Euclid 几何一样，是宇宙设计中所固有的.诚然， Leibniz 在区分可 
能世界与真实世界时确实还留有怀疑的余地.但只有 David 
Hume 是个重要的例外，他在 （人 性论》（7>如以 0 / Human Na- 
_， 1739) 中否认宇宙中的事物有一定法则或必然的先后顺序， 
他争辩说，这些先后顺序只是观察的结果，而人类却由此断定它们 
将永远以同样方式 出现. 科学是纯粹经验性的.特别是 Euclid 几 
何的定律未必是物理的真理. 

Hume 的影响为 Immanuel Kant 所否定并实际上为 Kant 所 
取代, Kant 对于为什么确知 Euclid 几何能应用于物质世界这一 



问题的回答，写在他的《纯粹理性 批判》 (CW 如 《e 0 / Pure Reason t 
1781) 书中，是一个特殊的答案.他主张我们的意识提供空间和时 
间的某些组织模式,他称之为直观，并认为经验按照此模式或直观 
被意识所吸收与组织.我们的意识是生来如此，迫使我们只按一种 
方式来观察外部世界.因此关于空间的某些原理是先于经验而存 
在的.这些原理及其逻辑推论 Kant 称之为先验综合真理，它们也 
就是 Euclid 的原理与推论.我们认识外部世界性质的唯一方式就 
是我们的意识迫使我们解释它的方式.据上述理由 Kant 断言，而 
其同时代人也承认，物质世界必然是 Euclid 式的.总之无论诉之 
于经验，或依赖于固有真理或者接受 Kant 的观点，都一致认为 
Euclid 几何是唯一的与必然的. 


3. 平行公理的研究 

从公元前300年直到1800年间，人们虽始终坚信, Euclid 几 
何是物理空间的正确理想化，但是在那样长的几乎整个时期之内， 
数学家却始终对一件事耿耿于 心. Euclid 用的公理对于物理空间 
和对该空间的图形，都应看作是不证自明的真理，而按照 Eudid 
那样方式陈述的平行公理(第 4 章第3节)却被人认为有些过于复 
杂.虽说没有人怀疑它的真理性，却缺乏像其他公理那样说服力， 
即使 Euclid 自己，显然也不喜欢他对平行公理的那种说法，因为 
他只是在证完了无需用平行公理的所有定理之后才使用它. 

关于在物质空间里是否可假定存在无限直线这个与此有关的 
问题，起初没有那么多人关心，但终于突出成为同样重要的问题. 
Euclid 只是小心地假设，可以按需要延长一条(有限)直线,因而甚 
至那延长后的直线也还是有限的.还有 Euclid 叙述平行公理的特 
别措辞，说两条直线将在截线的同旁内角之和小于两直角的一侧 
相交，这是为了避卑直接说出两条直线无论怎样延长都不相交的 



一种方式.然而 Euclid 确实含有无限直线存在的思想，因为假若 
直线都是有限的，则在任何情况下它们也不能按需要任意延长，而 
且他证明了平行线的存在性. 

非 Euclid 几何的历史，开始于努力消除对 Euclid 平行公理的 
怀疑.从希腊时代到1800年间有两种研究途径.一种是用更为自 
明的命题来代替平行公理，另一种是试图从 Euclid 的其他九个公 
理推导出平行公理来.如果办到这一点,平行公理将成为定理，它 
也就无可怀疑了.我们将不给出这方面工作的细节，因为有关历史 
是容易査到的 

第一个较大的尝试是 Ptolemy 
■ B 在平行公设论文中给出的.他试图 
d 从 Euclid 的其他九个公理以及与 
平行公理无关的 Euclid 定理1到 
28,来证明平行公理.但 Ptolemy 不 
自觉地假设了两直线不能包围整个 
空间，并且假定若 AJ3 和 CD 平行(图 36.1), 则对 FG— 侧内角成 
立的东西也必在另一侧同样成立. 

5世纪的评论家 Proclus 非常明显地反对平行公理.他说 :“这 
个公理完全应从全部公理中剔除 出去; 因为它是一个包含许多困 
难的定理， Ptolemy 在一本书中致力于解决它，证明需要一些定义 
和-一些定理.它的逆定理确实由 Euclid 自己作为一个定理证明 
了. ” Proclus 指出，我们诚然必须相信当截线一侧的内角之和小于 
二直角时，两直线必在这側逐渐相接近,但这两直线确实在有限点 
处相交还不是很清 楚的. 这个结论只是容或可能.他继续说，因为 
有一些曲线彼此逐渐接近但并不确实相交.例如双曲线逐渐接近 
它的渐近线但不相交，那么 Euclid 公理的两直线难道不会出现这 
种情况吗？他于是说截线一俩两内角到达一定的和数，两直线可 



图 36.1 



能一定相交，然而对于稍大一点儿而仍小于两直角的数值，两直线 
可能是渐近线. 

Proclus 他自己的平行公设证明，是基于 Aristotle 用于证明 
宇宙有限的公理.公 理说: “如果从两直线成角的点出发无限延伸， 
则两直线间的相继距离[彼此向另一直线所作垂线]将最后超过任 
何有限的量.” Proclus 的证明基本上是正确的，只是他把一个有问 
题的公理用另外一个来代替罢了. 

Nasir-Eddin( 1201—1274), Euclid 几何的波斯文编者，也同 
样给了一个 Euclid 平行公设的“证明”，假定两条不平行直线在一 
个方向相互接近，在另一个 
方向相互远离.具体说，若 

与 CD (图 36. 2) 是两直 
线被 GH, JK，LM , …所 
截，如果它们与 AB 垂直，且 
若角1, 3, 5,…是钝角而2， 

4, 6,…是锐角，则 GH > 

JK > UW …. Nasir-Eddtn 说，这个事实是显而易 见的. 

Wallis 在1663年也作了一些关于平行公理工作，于1693年 
发表首先他重新发表了 Nasir-Eddtn 关于平行公理的工作，这 
是牛津的一个阿拉伯语教授为他翻译的.顺便说一句，这是 Nasir- 
Eddtn 的平行公理工作为什么为欧洲所知道的原因所在. Wallis 
于是评论了 Nasir-Eddtn 的证明，并提出他自己对 Euclid 命题的 
证明. 他的证明根据一个明显假设，假设对于任意一个三角形，存 
在一个三角形与原三角形相似，两三角形的边长之比等于任何已 
给值. Wallis 相信这个公理比起任意小的划分和任意大的扩充都 
要明显得多•他说，实际上以已给圆心和半径可作一圆的 Euclid 
公理，就是先假定有如我们意愿的任意大半径.于是恰好同样对直 



图 36.2 



线形(如对一个三角形)可作类似的假设. 

最简单的代替公理是在1769年由 Joseph Fenn 提出的，即两 
相交直线不能同时平行于第三条直线.这个公理也出现在 Proclus 
对 Euclid 《几何原本》第一卷命题31的注释中. Fenn 的命题完全 
对等于在1795年 John Playfair(1748 — 1819) 给出的 公理: 通过不 
在直线/上的一给定点 P ，在 P 与/的平面上，只有一条直线不与 
/相交.这是近代书中引用的公理（为了简便常说有“一条且只有 
—条直线……”). 

Legendre 在大约20年的时间内搞过平行公设问题.他的结 
果出现于一些书和一些文章中，包括 {几 何原理 MEZimenh 心 
g&m&re) ①的各次版本.在研究这问题的一项工作中，在存在不 
同大小的相似三角形这一假设下,他证明了平行 公设; 实际上他的 
证明是解析的，但他假设长度的单位无关系.于是他给出了一个证 
明，以如下假设为依据，即假设任意给定三个不共线的点，存在一 
个圆通过这三个点.他又在另一方法中，除去平行公设外用了其他 
所有公设，证明了三角形的内角之和不能大于两个直角.他于是指 
出在同样假设下，面积与亏值成正比，亏值是两直角减去三内角之 
和•所以他试作一三角形两倍于已给三角形的大小，使得大三角形 
的亏值，将两倍于已给三角形的亏值.用这种方法进行，他希望得 
到亏值愈来愈大的一些三角形，那么内角之和要趋于零.他想这个 
结果必然荒谬，于是内角之和必然是 180°. 这个事实从而就蕴涵 
着 Euclid 的平行公理•但是 Legendre 发现这套办法中最后需要 
证 明:通 过小于60°的角内任意一点,恒可画一直线与角的两边相 
交.而这件事不用平行公理是不能证明的. Legendre 翻译的 Eu- 
clid 《几何原本》 第12次版本中（第12版， 1813), 每次都有附录，认 
为已给出了平行公设的证明，但每次都有缺点，因为总是隐含地假 
设一些不应该假设的东西，或者假设了一个和 Euclid 公理同样有 




问题的公理. 

Legendre 在他的研究过程中0)，应用除去平行公理以外的 
Euclid 公理，证明了以下的重要 定理: 若一个三角形的内角之和是 
两直角，则每个三角形都是如此.同样，若一个三角形的内角之和 
小于两直角，则每个三角形都是如此.于是他给出证明，若任何一 
个三角形的内角之和是两直角，则 Euclid 平行公设成立.关于三 
角形内角之和的这个工作也是无结果的，因为 Legendre 未能证明 
(不用平行公理或相当的公理），一个三角形的内角之和不能小于 
两直角. 

上述这些工作，主要是试图寻求更加不证自明的代替公理，以 
代替 Euclid 的平行 公理. 许多提出的公理在直观上似乎确实更加 
不证自明一些•所以它们的创造者认为他们已经达到目标.然而进 
—步检査看出这些代替公理不是真正更能令人满意的.有些人作 
的论断，是关于发生在空间无限远之外的事.例如，要求作一圆通 
过不在一直线上的三点，当这三个点趋于共线时圆越来越大.另一 
方面，那些并不直接包含“无限远”的代替公理，例如，存在两个相 
似而不相等的三角形这样的公理，看来是更复杂的假设，并不比 
Euclid 的平行公理更好些. 

解决平行公理的第二类尝试，探索从其他九条公理推导出 
Euclid 的论断.推导可用直接法或间接法. Ptolemy 曾试过直接证 
明.间接法是假设某些矛盾论断，以代替 Euclid 的命题，并试着从 
—组新的相继定理里导出矛盾来.例如，因为 Euclid 平行公理相 
当于这样的公理，即过不在直线/上的一点 P 有一条且仅有一条 
直线平行于/，所以对此公理有两样选择.一种是过 P 没有与 Z 平 
行的直线，另一种是过 P 有多于一条直线与/平行.若取这两种选 
择的每一种以代替“一条平行线”公理，而可以证明新的一组将导 
致矛盾，那么这些选择就都必须排除，而“一条平行线”的论断即被 



证明. 

这方面最重要的努力是 Gerolamo Saccheri( 1667— 1733) 进 
行的，他是一个耶稣会教士和帕维亚 （Pavia) 大学教授，他仔细研 
究了 NashEddin 与 Wallis 的工作，然后采用他自己的进行方法. 
Saccheri 从一个四边形 ABCD 开始（图 36. 3)，其中 A 和 B 是直 
角，且 AC = BD . 容易证明 ZC = ZD. 现在 Euclid 平行公理便 
相当于角 C 与 D 是直角这个论断，于是 Saccheri 考虑两种可能 
选择： 

(1) 钝角 假设: ZC 和 ZD 是 钝角； 

(2) 锐角 假设: 和 ZD 是锐角. 

在第一个假设的基础上（并用其他九条 Euclid 公理）， Saccheri 证 
明角 C 和 D 必须是直角.这样，在此假设下他导出了矛盾. 



图 36. 3 图 36. 4 


Saccheri 其次考虑了第二个假设并证明了许多有趣的定理. 
他继续进行直到得出以下的定理 ：已给 任一点 A 与一直线 6( 图 
36.4), 在锐角假设下，在过 A 的直线束(族）中，有两 直线々 与 9 , 
把直线束分成两 部分. 第一部分包含与6相交的那些直线，第二部 
分包含的那些直线(在 a 角里面)将在直线6上某处和6有共同垂 
线.直线 P 与 g 本身都渐近于 6. 从这个结果出发，经过冗长的一 
系列论证, Saccheri 推导出与6在无穷远的公共点处必将有一 
公垂线.虽则他没有得到任何矛盾, Saccheri 却发现这个结论与 
其他结论是太不合情理了，于是他判定锐角假设必然是不真 




实的. 

这就只剩下图 36. 3中的角 C 与 D 是直角的假设了. Saccheri 
以前曾证明过，当 C 与 D 是直角时,任一三角形的内角之和都等 
于180°,并证明这个事实蕴涵着 Euclid 平行公理.所以他感到有 
理由断言 Euclid 的结论成立，因而他出版了他的书 《Euclid 无懈 
可击》 （ “6 Omni Naevo Vindicatus , 1733). 然而因为 
Saccheri 没有从锐角假设中得出矛盾，平行公理问题仍然没有 
结束. 

寻求另一个可接受的公理以替代 Euclid 公理，或者证明 Eu¬ 
clid 断言必然是一个定理，作这种工作的人是如此之多，又是如此 
徒劳无功，使得1759年 d’Alembert 把平行公理问题称之为“几何 
原理中的家丑”. 


4. 非 EncHd 几何的先兆 

赫尔姆施泰特 （Helm 灿 dt) 大学数学教授 Georg S. Klugel 
(1739 — 1812)， 他知道 Saccheri 的书，在他1763年的论文中，提出 
了引人注意的意 见:人 们接受 Euclid 平行公理的正确性是基于经 
验.这个意见首次引进的思想是 :公理 的实质在于符合经验而并非 
其不证自明 .KlUgel 对 Euclid 平行公理能够证明表示怀疑.他认 
识到 Saccheri 没有得出矛盾，但只是得到似乎异于经验的结果. 

Klugel 的论文给 Lambert 提示了平行公理的研究. Lambert 
的（平行线论》 （T'honV der Parallellinien ) —书写于1766年，出 
版于1786年①，他有点儿像 Saccheri, 考虑一个四边形，它的三个 
角是直角，并研究第四个角是直角、钝角和锐角的可能性. Lam- 
bert 放弃了钝角的假设，因为它导致矛盾.然而，不像 Saccheri, 
Lambert 没有做出锐角假设得到矛盾的结论. 



Lambert 从钝角和锐角假设分别推出的结论，即便前者确实 
导出矛盾，仍是有价值的.他的最显著的结果是在任何一个假设之 
下 a 边形的面积，正比于其内角之和与 2n — 4个直角的差 .（Sac- 
cheri 对三角形已有此结果. ） 他也注意到钝角假设给出的定理，恰 
好和球面上图形成立的定理一样.并且他猜想锐角假设得出的定 
理可以应用于虚半径球面上的图形.这就引导他写成了一篇虚角 
三角函数的论文①，虚角即 iA.A 是实数且 i =y=r. 这实际上引 
出了双曲函数（第19章第2节).以后我们将更加清楚地看到 
Lambert 的意见意味着什么. 

Lambert 的几何观点是十分先进的.他认识到任何一组假设 
如果不导致矛盾的话，一定提供一种可能的几何.这种几何是一 
种真的逻辑结构，虽然它或许对真实的图形作用很少，后者或可 
提示一种特别的几何，但不能限制逻辑上可能发展的千差万别 
的几何. Lambert 还没有达到 Gauss 稍后一些时候引出的更本质 
的结论. 

Ferdinand Karl Schweikart( 1780—1859) ，一个法学教授，业 
余研究数学，更迈进了 一步. 他研究非 Euclid 几何，正当 Gauss 努 
力思考这个课题，但 Schweikart 独立得出他的结论.然而他是受 
Saccheri 和 Lambert 工作的影响的.1816年他写了一份备忘录， 
于1818年送交 Gauss 征求意见，其中 Schweikart 确实区分了两 
类 几何: Euclid 几何与假设三角形三内角之和不是两直角的几何. 
这后一种几何他称为星空几何，因为它可能在星空内成立.它的定 
理都是 Saccheri 和 Lambert 根据锐角假设建立的定理. 

Franz Adolf Taurinus( 1794一1874 ),Schweikart 的外甥，继 
续其舅父的建议研究星空几何.虽然在他的 Geometriae Prirha 
EZe7m^«(1826) —书中证实了一些新结果，特别是一些解析几何 



方面的结果，但他结论说，只有 Euclid 几何对物质空间是正确的， 
而星空几何只是逻辑上相容. Taurimis 也证明了，虚半径球面上 
成立的公式，恰好就是星空几何中所成立的. 

Lambert , Schweikart 与 Taurinus 的工作在数学上所得的进 
展是理应扼要介绍的.此三人及其他如 Klugel, Abraham G. 
K 沾 mer(1719 — 1800)( 格丁根教授），都承认 Euclid 平行公理不 
能证明，亦即和其他公理不相依赖.再者 Lambert,Schweikart 和 
Taurinus 相信，可能选取与 Euclid 平行公理相矛盾的另外公理以 
建立逻辑上相容的几何. Lambert 未能作出这种几何应用的可能 
性的 论断； Taurinus 认为它不能应用于物质 空间； 但是 
Schweikart 相信它可能应用于星际空间.此三人也都注意到实球 
面上的几何具有以钝角假设为基础的几何性质(若不顾后一几何 
所导致的矛盾性），而虚半径球面上的几何则具有以锐角假设为基 
础的几何性质.这样，所有三人都认识到了非 Euclid 几何的存在 
性，但他们都失去一个基本点，即 Euclid 几何不是唯一的几何，在 
经验能够证实的范围内，来描述物质空间的性质的. 


5. 非 Euclid 几何的诞生 

任何较大的数学分支甚或较大的特殊成果，都不会只是个人 
的 工作. 充其量，某些决定性步骤或证明可以归功于个人.这种数 
学积累的发展特别适用于非 Euclid 几何.如果非 Euclid 几何的诞 
生是指人们认识到除了 Euclid 几何之外还可以有他种几何的话， 
那么它的诞生应归功于 Kliigei 与 Lambert. 如果非 Euclid 几何意 
味着，一系列包括异于 Euclid 平行公理的公理系统推论的技术性 
推导，那么最大的功绩必须归于 Saccheri, 即便是他也利用了很多 
人寻求更易于接受的代换 Euclid 公理上的工作.然而有关非 Eu- 
clid 几何最大的事实是它可以描述物质空间，像 Eudid 几何一样 



地正确.后者不是物质空间所必然有的几何;它的物质真理不能以 
先验理由来保证.这种认识，不需要任何技术性的数学推导（因已 
有人做过），首先是由 Gauss 获得的. 

Carl Friedrich Gauss( 1 7 77—1855) 是德国不伦瑞克 （Bruns- 
wick) 城的一个瓦工之子，似乎注定要从事体力劳动.但是他受初 
等教育的学校校长为 Gauss 的才能所感动，让他得到 Karl Wil¬ 
helm 公爵的照顾.公爵送 Gauss 进一个中学，后在1795年到格丁 
根大学.这时 Gauss 按照他的理想开始勤奋学习 . 18岁时他发明 
最小二乘法，在19岁时证明正17边形可以作图，这些成就使他相 
信应该从语言学转向数学.1798年他转到赫尔姆施泰特大学，在 
那里被 Johann Friedrich Pfaff 所注意， Pfaff 成为他的老师和朋 
友.完成博士学位后， Gauss 回到不伦瑞克，在那里他写了他最有 
名的一些论文.这个工作使他于1807年得到格丁根天文学教授和 
天文台台长职位.除去一次到柏林参加科学会议外，其余一生都是 
住在格丁根.据说他不喜欢教书，然而他爱好社交生活，结过两次 
婚，养活一家人. 

Gauss 第一个较大的工作是他的博士论文，证明了代数基本 
定理，1801年他出版了经典的《算术 研究》 （D 峋*•仙 Arith- 
mWcad •他在微分几何方面的数学工作（《曲面的一般研 究》， 
1827) 是他对勘测、大地测量、绘制地图等感兴趣时的附带结果，是 
一个数学里程碑(第37章第2节).他对代数学、复变函数以及位 
势理论作出了许多 贡献. 在未发表的论文中他所纪录的创作研究 
分两 大类: 椭圆函数与非 Euclid 几何. 

他对物理学的兴趣也是同样广泛，他为之花费大部分精力.当 
Giuseppe Piazzi(17 4 6—1826) 在 1801 年发现小行星谷神星 （Ce- 
res) 时， Gauss 便进行确定它的 轨道. 这是他对天文学研究的开始， 
这种活动十分吸引他，他致力于此约20年.在这领域内的伟大著作 
之一是《天体运动理论》 （TAwriti Motus Corporum Coelestium , 



1809). Gauss 还对理论磁学与实验磁学的研究获得很大的荣誉. 
Maxwell 在他的 （电 学与 磁学》 一书中说, Gauss 的磁学研究改造 
了整个科学，改造了使用的仪器，观察方法以及结果的计算. 
Gauss 关于地磁的论文是物理研究的模范，并提供了地球磁场测 
量的最好方法.他对天文学和磁学的研究，开辟了数学与物理相结 
合的新的光辉的时代. 

虽然 Gauss 和 Wilhelm Web er (〗804_1891) 并没有发明电报 
的想法，但他们在1833年用一个实际装置改进了早期技术，这个 
装置按晖电流通过电线的方向，使得一根针向左或向右转动. 
Gauss 还研究光学，这在 Euler 时代以后已被忽视了，他在 1838— 
1841年的研究为处理光学问题提供了一个完全新的基础. 

由于 Gauss 同时代人已开始局限于专门问题的研究，所以 
Gauss 研究活动的广泛性更加显得非凡了.尽管公认 Gauss 至少 
是 Newton 以后的最大数学家，但与其说他是一个革新者，倒不如 
说,他是从18世纪到19世纪的过渡人物.虽然他得出一些新观 
点，的确吸引其他数学家们，而他之面向过去更甚于面向未来 .Fe¬ 
lix Klein 用以下语言描绘了 Gauss 的 地位: 我们会得出一个数学 
发展的场面，如果我们把18世纪的数学家想象为一系列的高山峻 
岭，那么最后一个使人肃然起敬的峰巅便是 Gauss ——那样一个 
广大的丰富的区域充满了生命的新 元素. Gauss 同代人欣赏他的 
天才，在他1855年去世的时候，受到广泛的尊重，称他为“数学家 
之王”. 

Gauss 的工作发表得相对地少，因为他不管做什么工作都要 
琢磨修饰，既要求达到完美，又要求他的证明达到最大限度的简明 
而不失严密性，至少是当时的严 密性. 至于非 Euclid 几何,他没有 
发表过权威性的著作.他在1829年1月27日给 Bessel 的信上说， 
他永远不愿发表这方面的研究成果，因为怕受人耻笑，或者如他写 
的，他怕 Boeoti 人的嚷嚷，这是借喻希腊的愚笨部落来影射反对 



他的人. Gauss 也许过分小心，但人们应记得，虽然一些数学家逐 
渐到达非 Euclid 研究的顶峰，但大部分知识界还被 Kant 的教条 
所统治.我们所知道的 Gauss 在非 Euclid 几何上的工作，是从他 
给朋友们的信中透露出来的，1816与1822年《格丁根 学报》 上的 
两篇短评和1831年的一些注记都是在他去世后遗稿中发现的®. 

Gauss 完全知道要证明 Euclid 平行公理的努力是白费的，因为 
在格丁根这已是常识，而且这些工作的全部历史， Gauss 的老师 
Kastner 是完全知道的. Gauss 曾告诉他的朋友 Schumacher 说，早在 
1792年 (Gauss 当时15岁)他就已经掌握能够存在一种逻辑几何的 
思想,在其中 Euclid 几何平行公理不成立.1794年 Gauss 已发现，在 
他的非 Euclid 几何的概念中四边形的面积正比于360°与四内角和 
的差.虽然如此，稍后时间甚至到1799年 Gauss 仍然试图从其他更 
可信的假设之中推导 Euclid 平行公理，他仍认为 Euclid 几何是物质 
空间的几何.然而在1799年12月17日 Gauss 写信给他的朋友匈牙 
利数学家 Wolfgang Farkas Bolyai(1775—1856) 说： 

至于说到我，我在我的工作中已取得一些进展.然而，我 
选择的道路决不能导致我们寻求的目标[平行公理的推导], 
而你让我确信你已达到.这似乎反而迫使我怀疑几何本身的 
真理性.诚然，我所得到的许多东西，在大多数人看来都可以 
认为是一种 证明； 而在我眼中它却什么也没有证明.例如，如 
果我们能够证明可以存在一个直线三角形，它的面积大于任 
何给定面积的话，那么我就立即能绝对严密地证明全部 [Eu¬ 
clid] 几何. 

大多数人肯定会把这个当作公理；但是我，不！实际上， 
三角形的三个顶点无论取多么远，它的面积可能永远小于一 
定的极限. 



这段话证明17卯年 Gauss 有些相信平行公理不能从其余的 Eu- 
clid 公理推出来，他开始更认真地从事于开发一个新的又能应用 
的几何. 

从1813年起 Gauss 发展他的新几何，最初称之为反 Euclid 
几何 (anti-Euclidean geometry) ，后称星空几何，最后称非 Euclid 
几何.他深信它在逻辑上是相容的，且有些确信它是能够应用的. 
在1816与1822年的评论中和1829年给 Bessel 的信中, Gauss 再 
确认平行公理是不能在 Euclid 其他公理基础上证明的.1817年他 
给 Olbers 的信①是一个里程碑.他在信中说，“我越来越深信我们 
不能证明我们的 [Euclid] 几何具有[物理的]必然性，至少不能用 
人类理智，也不能给予人类理智以这种 证明. 或许在另一个世界中 
我们可能得以洞察空间的性质，而现在这是不能达到的.直到那时 
我们决不能把几何与算术相提并论，因为算术是纯粹先验的，但可 
把几何与力学相提并论 

为检验 Euclid 几何和他的非 Euclid 几何的应用可能性， 
Gauss 实际测量了由 Brocken , Hohehagen 和 Inselsberg 三个山 
峰构成的三角形的内角之和，三角形三边为69,85与197公里.他 
发现②内角和比180°超出 14". 85.这个实验无所证明，因为实验误 
差远大于超出值，所以正确的和可能是180°或甚至更小些.如 
Gauss 所认识到的，这个三角形还小，又因在非 Euclid 几何中，亏 
值与面积成正比，只有在大的三角形中才有可能显示出180°与三 
角和有任何差距. 

我们不讨论属于 Gauss 的非 Euclid 几何的个别定理，他没有 
写出过完整的推导，而他所证明的定理很像在 Lobatchevsky 和 
Bolyai 工作中所出现的那样.这两个人一般认为是非 Euclid 几何 
的创建者.究竟什么是他们的功绩将在后面讨论，但他们确实在演 



绎的综合基础上发表了有组织的文章，并充分理解这个新几何在 
逻辑上也如同 Euclid 几何一样合法. 

Nikolai Ivanovich Lobatchevsky( 1793—1856)，俄国人，在嗜 
山 （Kazan) 大学学习并从1827到1846年任该校教授和校长.1826 
年于大学的数学物理系在一篇论文中提出了几何基础的观点.然 
而论文从未出版并已 遗失. 他在一系列论文中给出了他对非 Eu¬ 
clid 几何的研究，文章中的头两篇发表于喀山的杂志，第三篇发表 
于《数学 杂志》①. 第一篇题为 《论 几何基础》，发表于1829- 
1830.第二篇题为 《具 有平行的完全理论的几何新基础》（1 835 _ 
1837), 是 Lobatchevsky 思想的较好表达作品，他叫他的新几 
何为虚几何，理由或许已经显然，而以后将更清楚.1840年他用 
德文出版了《平行理论的几何研究》 （ Geometrische Untersuchun- 

zur Theorie der ParaUellinien) ②. 在该书中他慨叹人们对他 
的著作兴趣 微弱. 虽然他已失明，他却以口授写出一部他的几何 
的完全新的说明，并于1855年以书名《泛几何》 

出版. 

John (Janos) Bolyai( 1802—1860) , Wolfgang Bolyai 之子，系 
匈牙利 军官. 关于非 Euclid 几何，他称之为绝对几何，写了一篇26 
页的论文《绝对空间的科学》 ③. 本文出版时作为附录附于其父的 
书《为好学青年的数学原理论著》 （TVwfamen Juventuten Stu- 
diosam in Elementa Matheseos ). 虽然这部包含两卷的书出版于 
1832—1833年因而在 Lobatchevsky 的书出版以后，但 Bolyai 似 
乎在1825年已建立起非 Euclid 几何的思想，并且在那时已相信 
新几何不是自相矛盾的.在1823年11月23日给他父亲的信中， 
John 写道,“我已得到如此奇异的发现，使我自己也为之惊讶不 


止.” Bolyai 的研究工作和 Lobatchevsky 的十分相像，当 Bolyai 第 
一次看到后者1835年的工作时，他认为那是抄袭他自己1832— 
1833出版的书.另外， Gauss 读了 John Bolyai 的文章后，写信给 
Wolgang ①说，他不能称赞那篇文章，因为如此做将是称赞他自己 
的工作. 


6. 非 Euclid 几何的技术性内容 

Gauss, Lobatchevsky 和 Bolyai 都认识到 Euclid 平行公理不 
能在其他九条公理基础上证明，也认识到附加平行公理是建立 
Euclid 几何所必需的.因为平行公理是独立的事实，于是至少从逻 
辑上讲有可能采取一个与此相矛盾的命题并从新的一组公理来推 
导出结论. 

要研究这三人创建的专门内容，最好取 Lobatchevsky 的工 
作，因为三人所做的都一样.众所周知， Lobatchevsky 发表了几次 
文章，只是在细节上有所不同，这里将用他 1835-1837 年的文章 
作为叙述的基础. 

因和 Euclid 的 (原 本》一样，很多定理的证明可以不依赖于平 
行公理，这些定理在新几何中也是正确的. Lobatchevsky 在文章 
前六章中专致力于基本定理的证明，开始他假定空间是无限的.于 
是他能证明两直线相交不能多于一个点，同一直线的两垂线不 
相交. 

第七章中 Lobatchevsky 果敢地放弃 Euclid 平行公理,作出下 
面的 假设: 给出一条直线与一点 C (图 36. 5)，通过点 C 的所 
有直线关于直线而言可分成两类，一类直线与相交，另一 
类不相交./>与9属于后一类，构成两类间的边界.这两条边界线 
称为平行直线.更确切地说，若 C 是与直线的垂直距离为 a 的 



—点，于是存在一个角① Wa)， 使得所有过 C 的直线与 CD 所成的 
角小于的将与 AB 相交; 其他过 C 的直线不与相交与 
成角 Tr(a) 的两直线是平行线， 
Wa) 称为平行角.除平行线外，过 C 
而不与 AB 相交的直线称为不相交 
直线，虽然在 Euclid 意义下，它们 
是与平行的，所以从这个意义 

A - h - B 上讲，在 Lobatchevsky 几何里，过 

囹 36.S C 有无穷多条平行线 • 

当 n(a) = tc /2 ，则得出 Euclid 平行公理.若# ir/2 ，则 
当减小到0时 ，;r( a ) 增加且趋于 ic/2, 而当《变成无限大时， 
；rU) 将减小而趋于零.三角形的内角之和恒小于 7T, 且随着三角形 
面积的增大而减小，当面积趋于零时，它就趋于 it . 若两三角形相 
似,则它们全等. 

Lobatchevsky 现在转向他几何的三角学部分，第一步是确定 
n(a). 若全中心角为 2*, 结果是 ® 

(1) tan 今 =e' 

由此得出 ；r(0) = w /2 及 W+oo) = 0 . 关系式 (1) 的重要之点在 
于，对每个长度 x 关联着一个定角; r(o:>. 当 a* == 1时， 
tan|>(l)/2] = e-», 

所以 Tr(l)- 40°24 # . 这样，单位长度是平行角为40°24'的长度.这 





个单位长度没有直接的物理意义，物理上可以是一英寸或是一英 
里.人可以选择物理解释，使得几何能有物理的 应用災 

Lobatchevsky 于是导出他几何中平面三角形边与角的公式. 
在1834年一篇论文中，他定义了实数 i 的 cos o: 与 sin x 作为# 
的实部与虚部. Lobatchevsky 的观点是要纯分析地给出三角学， 
以使它完全独立于 Euclid 几何.他的几何中主要三角公式是（图 
36.6) 

cot ff(a) = cot «-(c)sin A, 
sin A = cos Bsin rc{b ), 
sin «r(c) = sin ir(a)sin n(b). 

假若边长是虚数，这些公式在普通球 
面三角中成立.就是说，若在球面三 
角的普通公式中，用 ia， 必与 ic 以代 
替 a ， 6, c 即得到 Lobatchevsky 的公 
式. 因为虚角的三角公式能以双曲函 
数代替，人们会料到在 Lobatchevsky ® 36 6 

公式中能看到双曲函数.应用关系式 tan|>Cr)/2] = e-〃* 即可引 
进它们.上面第一个公式将变成 

sinh ~ = sinh f sin A. 

在普通球面三角中，三个角为 A，B，C 的三角形面积是 r 2 (A + B 
+ C — ir) ，而在非 Euclid 几何中这面积是 /[n—OV + B + C〉] ， 
它相当于在普通公式中用 ir 代替 r. 

根据对无穷小三角形的研究， Lobatchevsky 在第一篇文章 
(1829— 1830〉中导出了公式 
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作为曲线: y = fix) 上在点(: T, : y) 处的弧微分.于是可算出半径为 
r 的圆周长为 

C= 7r(e r -e^). 

并证明圆面积表达式为 

A = 7r(e r/2 -e' r/2 ) 2 . 

他也给出了有关平面曲线区域的面积与立体体积的一些定理. 

当度置很小时可以从非 Euclid 公式得出 Euclid 几何公式.例 
如，若用 



并对小的 r 略去前两项后的其余各项，例如 

C=ir(e r -e_ r ) - ic| 1 + r- ( 1 - r) j = Ur. 

在第一篇论文 （1829 —] 830) 中 Lobatchevsky 也考虑到他的 
几何对物质空间应用的可能性.他论据的要点是基于恒星的视差. 
设&及 E 2 (图 36. 7) 是地球相差6个月的位置， S 是一个星， S 的 
视差/>是从垂线(比如说)测得£：, S 与 f： 2 S 方向上的差值.如 
果是 E 2 S 的 Euclid 平行线，那么因为 E,SE 2 是等腰三角形， 
jc /2-ZSE,E 2 是星的方向改变的一半，即 p/2 .对于天狼星 （Si¬ 
rius), 这个角是 1". 24 (Lobatchevsky 的值).只要这个角不是零， 
从到星的直线就不能平行于 rs, 因为这直线交于 rs. 然而， 
如果对于所有星的不同视差有一个下界的话，则任何过 E, 的直 
线,若它与 £^s' 所成的角小于这个下界,都可以作为过&点平行 
于 TS 的直线，并且这个几何就恒星的测量而言就会是同样有用 


R S' S 



ffl 36.7 




的.但 Lobatchevsky 随即证明在他的几何中单位长度，在物理意义 
下，应该比地球半径百万倍的一半还 要大. 换言之， Lobatchevsky 的 
几何只有在十分大的三角形中才可以应用. 


7. Lobatchevsky 与 Bolyai 发明先后的争议 

非 Euclid 几何的诞生，常用夹作为一种思想如何在不同人中 
间几乎冏时独立地发生的例子.有时人们认为这纯粹是一种偶合， 
而有时则认为是时代精神在相隔遥远的角落里产生影响的证据. 
Gauss，Lobatchevsky 和 Bolyai 创建非 Euclid 几何，既不是同时创 
造的例子，也不能认为把伟大功绩归于 Lobatchevsky 与 Bolyai 是 
公允的.已经指出，他们二人首先发表公然自称为非 Euclid 几何 
的文章是事实，在这举动上他们比 Gauss 表现了更大的勇气.但 
是非 Euclid 几何的建立很难说是他们的贡献.我们已经指出，即 
便在 Gauss 之前就已有 Lambert，Schweikart 与 Taurinus 是独立 
的创造者，并且 Lambert 与 Taurinus 发表了他们的工作.再者新 
几何能够应用的认识则来自于 Gauss. 

Lobatchevsky 与 Bolyai 都从 Gauss 那里得到许多启发 .Lo¬ 
batchevsky 在喀山 的教师 Johann Martin Bartels( 1769—1836) 是 
Gauss 的好友.实际上，从1805年到1807年间 Gauss 和 Bartels 
是在不伦瑞克共同度过的，嗣后还彼此保持通信. Bartels 不把 
Gauss 有关非 Euclid 几何的进展告诉 Lobatchevsky (他留在喀山 
大学，和 Bartels 是同事），那是绝对不可能的，特别是 Bartels 一定 
知道 Gauss 对 Euclid 几何真理性的怀疑. 

就 John Bolyai 说，他的父亲 Wolfgang 也是 Gauss 的一位至 
友，并且是1796—1798年在格丁根的同学. Wolfgang 与 Gauss 不 
仅彼此继续通信，并且讨论了平行公理的特别课题，如前面引文中 
指出的 .Wolfgang 继续努力研究平行公理问题，并在1804年送给 





Gauss —个所谓证明. Gauss 向他指出证明是错误的.在1817年 
Gauss 肯定认为，不仅公理不能证明，而且逻辑上相容而物理上 
又能应用的非 Euclid 几何是能够构造的.他除了在1799年的信 
上讲了这一点之外，还把他最近的思想坦率地告诉了 Wolfgang. 
Wolfgang 继续研究这个问题直到他 1832-1833 年的《原理论 
著》出版.因为他要他的儿子继续研究他所从事的平行公理的工 
作，所以几乎可以肯定他会把自己所知道的一切传给他的儿 
子的. 

有相反的 观点. 数学家 Friedrich EngeU 1861— 1941〉认为虽 
说 Lobatchevsky 的教师 Bartels 是 Gauss 的朋友，但 Lobatchev- 
sky 从这方面所获得的知识，不会超过 Gauss 对平行公理在物理 
上的正确性的怀疑 • 但这事实本身是个关键.然而， Engel 甚至怀 
疑 Lobatchevsky 会从 Gauss 那里获得这一点知识.因 Lobatchev- 
sky 从1816年起就试图证明 Euclid 平行 公理; 后来，他在1826年 
创造新几何时，终于认识到这种努力是无希望的 .John Bolyai 直 
到1820年间也试图证明 Euclid 平行公理，然后转向构造新几何. 
但是继续努力去证明平行公理并不意味着不知道 Gauss 的思 
想屯因为无人 (Gauss 也没有）曾经证明 Euclid 的平行公理不能 
从其他九条公理推导出来, Lobatchevsky 和 Bolyai 可能决定尝试 
解决这个问题.失败之后，他们就更加能够赞赏 Gauss 对此所持 
观点的先见之明了. 

至于说到 Lobatchevsky 和 John Bolyai 贡献的技术性内容， 
虽然他们可能是相互独立地并独立于他们的前辈而创立的，但是 
Saccheri 和 Lambert 的工作，更不用说 Schweikart 和 Taurinus 的 
工作，在格丁根是众所周知的， Bartels 和 Wolfgang Bolyai 肯定是 
知道的.而当 Lobatchevsky 在他的1835—1837年文章中看到 





2000 年来在解决平行公理问题上的徒劳无功时，通过推断，他接 
受了早期工作的知识. 


8. 非 Euclid 几何的重要意义 

我们已经说过非 Euclid 几何的诞生，是自希腊时代以来数学 
中一个重大的革新步骤.我们现在不讨论这个课题的全部重要意 
义.我们将沿着事物的历史发展过程叙述.这个创造的影响和它的 
意义的全面认识，都被推迟了，因为 Gauss 没有发表他的研究工 
作，而 Lobatchevsky 和 Bolyai 的工作约有30年之久为人所忽视. 
虽然这三人是知道他们工作的重要性的，但是数学家们一般表现 
不愿意接受激进的思想，加之19世纪30年代与40年代几何的关 
键主题是射影几何，因而非 Euclid 几何的研究工作也就不吸引 
英、法、德等国的数学家们.当 Gauss 关于非 Euclid 几何的通信与 
注记在1855年他去世之后出版时，人们的注意力才引向这个课 
题.他的名字引起人们对非 Euclid 几何思想的重视，不久 Lo- 
batchevsky 和 Bolyai 的工作被 Richard Baltzer( 1818—1887) 写进 
了 1866-1867 年的一本书中. 嗣后的 发展最终使得数学家们认识 
到非 Eudid 几何的全部意义. 

Gauss 确实看到非 Euclid 几何的最富于变革性的含义•非 
Euclid 几何诞生的第一步就在于认 识到： 平行公理不能在其他九 
条公理的基础上 证明. 它是独立的命题，所以可以采取一个与之矛 
盾的公理并发展成为全新的几何，这是 Gauss 和其他人做的.但 
是 Gauss 已经认识到 Euclid 几何并非必然是物质空间的几何，亦 
即并无必然的真理性，把几何和力学相提并论，并断言真理性的品 
质必须限于算术(及其在分析中的发展) .. 信任算术本身是奇怪的. 
算术此时根本尚无逻辑基础.确信算术代数与分析对物质世界提 
供真理性，那完全是根源于对经验的信赖. 




非 Euclid 几何的历史以惊人的形式说明数学家受其时代精 
神(而不是他们所作的推理）影响的程度是多么厉 f. Saccheri 曾 
经拒绝过非 Euclid 几何的奇异定理，并且断定 Euclid 几何是唯一 
正确的•但是在100年后， Gauss，Lobatchevsky 和 Bolyai 满怀信 
心地接受了新几何，他们相信他们的几何在逻辑上是相容的，并且 
相信这个几何和 Euclid 几何一样正确.但他们没有证明新几何的 
逻辑相容性•虽然他们证明过许多定理，而且并未得出显明的矛 
盾，但是或许能导出矛盾的可能性还是存在的.如果这一情况发 
生，他们的平行公理的假设便会不正确，于是正如同 Saccheri 所相 
信的一样, Euclid 的平行公理将是其他公理的推论. 

Bolyai 和 Lobatchevsky 确实考虑到了相容性问题并且部分 
相信它，因为他们的三角学和虚半径球面上的三角学相同，而球面 
是 Euclid 几何的一部分.但 Bolyai 并不满足于这个论据，因为三 
角学本身并不是完整的数学系统.于是尽管缺少相容性的任何证 
明，或者是缺少新几何的可能应用性(这 M 少可作为使新几何能令 
人信服的论据）， Gauss,Bolyai 和 Lobatchevsky 接受了前人认为 
荒谬的东西.这种接受是一个信仰行动.非 Euclid 几何相容性的 
问题在其后 4 0年仍然悬而未决. 

有关非 Euclid 几何的创建还有一点值得注意与强调.有一种 
普遍信念认为 Gauss,Bolyai 和 Lobatchevsky 是钻了牛角尖，只 
是为了满足理智上的好奇心而玩弄改变平行公理的游戏，所以创 
建了新 几何. 但是因为这个创造已证明对科学异常重要 一 我们 
将要讨论的非 Euclid 几何的一种形式已经用于相对论——许多 
数学家争论说，只凭纯粹理智上的好奇心，就可以作为探索任何数 
学思想的充分理由，并且那种探索也几乎同样肯定地会像非 Eu¬ 
clid 几何那样对科学产生 价值. 但是非 Euclid 几何的历史并不支 
持这种论点.我们已经看到非 Euclid 几何的发生是在研究平行公 
理的几个世纪以后.对于这个公理的考虑是基于这样的事实，即它 




作为一个公理,应该是不证自明的真理，因为几何公理是我们关于 
物质空间的基本事实而且数学的和物理学的广大分支都使用 Eu¬ 
clid 几何的性质，数学家都想确知它们依赖于真理.换言之，平行 
公理的问题不仅是真正的物理问题，而且是所能有的基本的物理 
问题. 
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Gauss 和 Riemann 的微分几何 

您，自然.是我的女神，我对您的规律的贡献是有限的 • 


1 •引 言 

现在我们将着手讨论微分几何，特别是由 Euler 奠基并由 
Monge 扩展的曲面论的发展线索.这门学科的下一个重大步骤是 
由 Gauss 作出的. 

Gauss 从1816年起就在大地测量和地图绘制方面做了非常 
大量的工作.他亲身参加实际的物理测量，在这方面他发表了许多 
文章，激起了他对微分几何学的兴趣，并导致1827年他的决定性 
文章《关于曲面的一般研究>®.然而,比他这篇关于三维空间中曲 
面的微分几何的决定性论述所作出的贡献更为重要的是, Gauss 
提出了一个完全新的概念，即一张曲面本身就是一个空间.这个概 
念嗣后为 Riemann 所推广，从而在非 Euclid 几何学中开辟了新的 
远景. 


2. Gauss 的微分几何 

Eulei •早就提出了曲面上任一点的坐标 (or, ：y, d 可以用两个 
参数 u 和I；表示的思想(第23章第7 节）； 就是说，曲面的方程可 
以这样 给出： 

( 1 ) x = x ( m , v), y = y(u t v), z = z(u, v ). 




Gauss 的出发点是运用这个参数表示来做曲面的系统研究.从这 
些参数方程中我们有 

(2) dx = fldw + adv y dy = bdu + b f dv, dz = cdu + c &v . 

其中 《 = A, a' = & 等等.为了方便， Gauss 引进行列式 

和量 

a = va 2 + b 2 + c z , 

他假设这个量不恒等于零. 

在任何曲面上基本量是弧长元素，这在 U, ：y, Z) 坐标中便是 

(3) d^ 2 = <Lr z + dy 2 H- dz 2 . 

Gauss 用方程 （2) 把 (3) 写成 

(4) ds 2 = E(u t v)du 2 +2F(a, v)dadv + G(«, v)dv z , 

其中 

E = a 2 b z c 2 , F = aa ， bb r + cr'，G = a' 2 + 6’ 2 + c' 2 . 
曲面上两条曲线之间的夹角是另一个基本量.曲面上的一条 
曲线由“和 v 之间的一个关系式确定，因为这样X，： y 和2就变成 
参数“或I的一个函数，而方程 （1) 则变成曲线的参数表示.用微 
分的语言来说，在一点 (u，xO, 从这点出发的曲线或曲线的方向由 
比 d« : dt; 给定.于是,如果我们有从 （a, v) 出发的两条曲线或两 
个方向 ，一 个由 d“ ： dr; 给定，另一个由 dtt' : ch/ 给定，并设0是这 
两个方向之间的夹角，则 Gauss 证明 


Edudu -^~F( dudv r du 



接着 Gauss 着手研究曲面的曲率.他的曲率的定义，是 Euler 
用于空间曲线和 Olinde Rodrigues® 用于曲面的标形对曲面的推 
广. 在曲面上的每一点( X ， ： y ， d 有一个带方向的法线. Gauss 考 




虑~ 个单位球面，并选定一条半径，它具有曲面上的有向法线的方 
向.选取的半径确定了球面上的一个点（X, Y, Z). 然后，如果我 
们考虑曲面上围绕(X， y, d 的任一小区域，则在球面上有一个围 
绕 ( X ， Y ， Z) 的对应区域.当这两块区域分别收缩到它们的对应 
点时，把球面上区域的面积与曲面上对应区域的面积之比的极限， 
定义为曲面在点(X， ：y, z) 的曲率.首先，注意到球面在点(X， y, 
Z) 处的切平面平行于曲面在点 (a；, % d 处的切平面, Gauss 计算 
了这个比值•由于这种平行性,两个面积之比等于它们分别在各自 
切平面上的射影之比.为了求得这后一个比值, Gauss 进行了惊人 
数量的微分，并获得了一个更加基本的结果，这就是曲面的(总)曲 
率 K 为 



(7) L = \ x u y m z u \, M =\ x u y m z u 



接着， Gauss 证明他的 K 就是 Euler 早就提出过的在 U，R 2 )处 
的两个主曲率之 乘积. 作为两个主曲率的平均曲率的概念，是由 
Sophie Germain 在1831年①提出的. 

这时 Gauss 作了一个极其重要的 考察. 当曲面由参数方程 
(1) 给定时，曲面的性质似乎依赖于函数； r, ;y, 通过固定《，替 
如说《 = 3,并且让 t; 变动,就在曲面上得到一条曲线.对于 K 的 
其他可能取定的值，得到一族曲线.同样地，固定 w 也得到一族曲 
线.这两族曲线是曲面上的参数曲线，使得曲面上的每一个点可以 



用一对数，譬如说是给定，这里和是经过这点的 
参数曲线.这些坐标不一定比纬度和经度更表示距离.让我们想象 
一张曲面，在它上面已经以某种方式确定了参数曲线.于是 Gauss 
断定，曲面的几何性质仅仅由 d/ 的表达式 (4) 中的£：， F 和 G 确 
定.《和〃的这些函数正是事情的全部. 

从 (4) 和 (5) 显然可以看出，曲面上的距离和角度完全由 E，F 
和 G 确定.但是，上面关于曲率的 Gauss 的基本表达式 (6), 又依 
赖于另一些量厂， M 和这时 Gauss 证明了 

⑻ K = m{fu[m d £-b 3 £] 

^avlH du H dv EH duil ' 

其中 H =VEG-F\ 并且等于 Gauss 在上面定义的 A. 方程 (8) 
叫做 Gauss 特征方程，它表明曲率 K ■，以及从 （6) 来看特别是量 
LN-M 2 ，仅仅依赖于£：， F 和 G. 因为£, F 和 G 仅仅是曲面上 
参数坐标的函数，所以曲率也仅仅是参数的一个函数，而完全与曲 
面是否在三维空间中或曲面在三维空间中的形态无关. 

Gauss 已经注意到曲面的性质只依赖于£：, F 和 G. 但是除曲 
率以外的许多性质包含着量 L, M 和 AT, 并且不是取方程 (6) 中的 
组合 LiV — M 2 的形式. Gauss 的论点的解析证明由 Gaspare Mai- 
nardi( 1800—1879) ①和 Delfino Codazzi(1824 — 1875) ②独立地给 
出，他们两人都以微分方程的形式给出了两个附加关系，这些关系 
连同 Gauss 的特征方程一起，可以用 E，F 和 G 来限定 L，M 和 
N, 而 K 则取 (6) 中的值. 

其后 ,0ssian Bonnet(1819—1892) 在 1867年③证明了一个定 
理 :如果 六个函数满足 Gauss 特征方程和两个 Mainardi-Codazzi 



方程，则它们除了在空间的位置和定向以外唯一地确定一张曲面. 
具体地，如果给定了《和”的函数 E，F，G 和 L, M, 它们满 
足 Gauss 特征方程和 Mainardi-Codazzi 方程，并设 EG - F 2 ^ 0 , 
则存在一张由 v 的三个函数 *r, ：y, z 给定的曲面，其第一基本 
形式为 

Edu 2 + 2Fdudv-\- Gdt/ 2 , 

并且 L, M, N 和 E, F, G 有关系式 (7) .这个曲面除它在空间的 
位置外是唯一确定的.（对于具有实坐标 (《, W 的实曲面，必定有 
BS-F 2 >0, E>0 和 G>0. )Bormet 的定理是和曲线的对应定 
理(第23章第6节)相类似的. 

曲面的性质仅仅依赖于£：， F 和 G 这一事实有许多含意，其 
中有一些已经由 Gauss 在他的1827年的文章中揭示出来.例如， 
如果一张曲面无伸缩地弯曲，则坐标曲线《 =常数和 T； =常数将 
保持不变，所以山也将保持不变.因此曲面的所有性质，特别是 
曲率，也将保持不变.进一步说，如果两张曲面能够彼此建立一一 
对应，也就是说，如果 《' = v) y V — <Ku , V) ，其中«’和V'是 
第二张曲面上的点的坐标，并且如果两张曲面在对应点的距离元 
素相同，即如果 

Eda z + 2Fdudv + Gdi/ = E f du 2 + 2F f dudv + G f dv 2 , 

其中 E, F, 0是《和 t； 的函数， £：'，F'G' 是和 z/ 的函数，则这 
两张曲面称为等距的，它们必然有相同的几何.特别，正如 Gauss 
所指出的，它们在对应点一定有相同的总曲率.这个结果 Gauss 
叫做“极妙的定理” （theorema egregium) ，它是一个极其优美的 
定理. 

作为一个推论，由此推出，要能把曲面的一部分移到另一部分 
上(那意味着保持距离），一个必要条件是曲面有常曲率.例如，球 
面的一部分可以无畸变地移到另一部分上，而在椭球面上就不能 
这样做.（但是，在等距映射下把一张曲面或曲面的一部分同另一 




张曲面或另一部分拟合，是可以发生弯曲的. ） 如果两张曲面不是 
常曲率的，虽然在对应点它们的曲率相等，但它们并不一定有等距 
关系.1839年① Ferdinand Minding( 1806— 1885) 证 明：如 果两张 
曲面确有相等的常曲率，则可以把一张曲面等距映射到另一张 
上面. 

Gauss 在他1827年的文章中研究的另外一个极其重要的题 
目，是寻找曲面上的测地线.（测地线这一名词是 Umiville 在1850 
年引进的，取自大地测量学. ） 这个问题需要 Gauss 使用的变分 
法.他通过 J：，：y, 2表示来研究这个问题，并证明 John Bernoulli 
提出的一个定理•.测地线的主法线垂直于曲面.（例如球面上的纬 
度圆，在其一点处的主法线位于这个圆所在的平面上，并不与球面 
垂直，而经度圆在任一点处的主法线都与球面垂直. ）《 和 V 之间 
的任何一个关系都确定曲面上的一条曲线，给定测地线的这种关 
系由一个微分方程确定.这个方程可以写成多种形式, Gauss 仅仅 
指出这是“和 v 的一个二阶方程，但是没有明确给出.有一种形 
式是 

(9) 鼗 =n ( 訂 + ( 2 w i )( 盖) 2 + (/ -卽)裝 - A ， 

这里 n, m, //， i/, Z, A 是 E，F, G 的函数. 

在作曲面上两点之间有唯一测地线存在这一假定时，必须非 
常小心•球面上两个邻近的点有唯一的测地线连接它们，但是两个 
对径点却有无穷多条测地线连接它们•类似地，在圆柱面的同一条 
直母线上的两点，被一条沿直母线的测地线所连接，但是还有无穷 
多条作为测地线的螺旋线连接这两个点.如果在一区域内的两点 
之间只有一条测地线弧，则在这区域内这条弧给出两点之间的最 
短 路线. 在特殊曲面上实际确定测地线的问題，有许多人做过 
研究. 



2. Gauss 的微分几何 307 m 

Gauss 在 1827 年的文章中，对于一个由测地线构成的三角形 
(图37.1)，证明了一条关于曲率的著名 
定理.设 K 是一个曲面的可变曲率.于 
是是这个曲率在面积 A 上的积 
分. Gauss 的定理用于这三角形时说的 
是 

J^KdA =01+02+0:3 

这就是说，在-•个测'地三角形 h 曲率的积分等于三个角之和超过 
180°之盈量，或在三角之和小于180°时，等于三个角之和不足180° 
之亏量. Gauss 说这个定理应该算是一个最精美的定理.这个结果 
推广了 Lambert (第洲章第4节)的定理，后者断言球面三角形的 
面积等于它的球面盈量与半径平方之积，因为在一个球面三角形 
上 K 是常数且等于I//? 2 . 

在 (iauss 的微分几何中还有一部分更为重要的工作必须提 
一提. Lagrange (第23章第8节)曾经论述了旋转面到平面的保角 
映射 . 1822年， Gauss 以他关于求任一曲面保角变换到任何另一 
曲面上的解析条件问题的文章®，获得了丹麦皇家科学会的奖金. 
在两个曲面上对应点的邻域中成立的他的条件，相当于下列 事实： 
设 T 和1/是表示一个曲面的参数和《是表示另一个曲面的参 
数，则 了和 LT 的一个函数 P+iQ 是/ »+ig 的一个函数/,这里/> + 
々是参数£和《的对应的函数，并且 P —iQ 是 /'(/» — i 9 ) ，其中/ 
或者就是/，或者是由/把其中的 i 换成一 i 所得到的函数.关于 
函数 P + iQ ，我们将不作进一步的说明.这个函数/依赖于两个 
曲面之间的对应关系，这个对应关系是用 T=T(/, «) 和 C/0, «) 
规定的.关于曲面的一个有限部分是否可能以及用什么方式保角 



① Werke, 4 , 189 - 216 . 



映射到另一个曲面上的问题, Gauss 并没有 回答. 这个问题, Rie- 
marm 在他关于复值函数的工作中继续作了研究（第2 7 章第10 
节) • 

Gauss 在微分几何方面的工作本身就是一个里程碑.但是，它 
的含义比他自己的评价要深刻得多.在这个工作之前，曲面一直是 
被作为三维 Euclid 空间中的图形进行研究的.但是 Gauss 证明 
了，曲面的几何可以集中在曲面本身上进行研究.如果通过曲面在 
三维空间中的参数表示 

•r = x(u, v) t y — y(u t v), z = z(u, v) 

引进《和1；坐标，并用以确定£：， F 和就得到这个曲面的 Eu- 
clid 性质.然而，在曲面上给定这些 u 和 v 坐标，以及以 u 和 v 的 
函数£：， F 和 G 表示的 d/ 的表达式之后，曲面的所有性质就都能 
从这个表达式推导出来.这就提出两个极其重要的思想.第一个 
是，曲面本身可以看成是一个空间，因为它的全部性质被 d/ 确 
定.人们可以忘掉曲面是位于一个三维空间中的这个事实.假如把 
曲面本身看成是一个空间，那么它具有哪一种几何呢？如果把测 
地线当成曲面上的“直线”，则几何是非 Euclid 的. 

这样，如果把球面本身当作一个空间来研究，那么它就有它 
自己的几何，并且即使取熟知的纬度和经度作为点的坐标，曲面 
的几何也不是 Euclid 的，因为“直线”或测地线是曲面上的大圆 
弧.然而，如果把球面看成三维空间中的一张曲面，球面的几何 
就是 Euclid 的•曲面上两点之间最短距离便是三维 Euclid 几何 
的线段（虽然它并不在曲面上). Gauss 的工作意味着，至少在曲 
面上有非 Euclid 几何，如果把曲面本身看成一个空间的话. 
Gauss 是否看到他的曲面几何的这种非 Euclid 的解释，那就不清 
楚了. 

人们还可看得更远些.可以认为一张曲面所固有的£：， F 和 G 
是由参数方程（〗）确定的.但是，可以从曲面出发引进两族参数曲 



线，然后几乎任意地选取 《和” 的函数 E，F 和 G. 于是曲面有这 
些 E, F 和 G 所确定的几何.这个几何对于曲面是内蕴的，而与周 
围的空间没有关系.结果是，随着 E，F 和 G 的不同的选取，同一 
张曲面可以有不同的几何. 

含义是更为深刻的.如果在同-•张曲面上能够选取不同的 
F 和 G 的组，从而确定不同的几何，那么为什么在我们的三维空 
间中不能选取不同的距离函数呢？当然，在直角坐标系中通常的 
距离函数是 d.v 2 = dx 2 + dy + d* 2 ,如果从 Euclid 几何出发，这是 
必然的，因为它恰好是勾股定理的解析表示.然而，对于空间的点 
给定相同的直角坐标，可以选取 ds 2 的不同的表达式，从而得到该 

空间的完全不同的几何-种非 Euclid 几何.把 Gauss 在研究 

曲面中首先获得的这种思想推广到任何空间，是由 Riemann 继承 
并发展的. 


3. Riemann 研究几何的途径 

由 Gauss ， Lobatchevsky 和 Bolyai 的工作引起的，关于物理 
空间的几何我们可以相信些什么，这个疑问推动了 19世纪的重大 

创造之- Riemann 几何的产生，创立者是最深刻的几何哲学 

家 Georg Bernhard Riemann. 虽然 Riemann 并不知道 Lobatchev- 
S ky 和 Bolyai 工作的细节，但 Gauss 是知道他们的，而 Riemann 肯 
定知道 Gauss 对 Euclid 几何的真实性和必然适用性的怀疑.这 
样，在几何领域中 Riemann 追随 Gauss， 虽然在函数论中他追随 
Cauchy 和 Abel. 他对几何的研究也受心理学家 Johann Friedrich 
HerbarU 1776—1841) 教导的影响. 

Gauss 给 Riemann 指定把几何基础作为他应该发表的就职 
演说的题目，这是大学讲师为取得大学教授资格所作的演说.这 
个讲演于1854年对格丁根的全体教员发表，有 Gauss 在场，并在 



1868 年以 《关 于作为几何学基础的假设》为题出版①. 

为竞争巴黎科学院的奖金, Riemann 在1861年写了一篇关于 
热传导的文章，这篇文章常常叫做他的（巴黎之作 
如 *0, 在文中 Riemarm 发现必须进一步考虑他关于几何的思想， 
在这里他对他的1854年的文章作了某些技术性的加工.1861年 
的这篇没有获奖的文章，在他死后发表在1876年他的《文集》 
(Collected Works )®^. 在《文 集》 的第二版里， Heinrich Weber 在 
一篇注解中解释了 Riemann 的高度压缩了的题材. 

Riemann 提出的空间的几何并不只是 Gauss 的微分几何的 
推广.他重新考虑了研究空间的整个途径. Riemann 研究了上述关 
于物理空间我们究竟可以确信什么的问题.在通过经验确定物理 
空间中成立的特殊公理之前，在真实的经验空间中什么条件或什 
么事实必须预先假定呢？ Riemann 的目的之一是要证明， Euclid 
的独特的公理，与其说如人们历来相信的那样是自明的真理，还不 
如说是经验性的.他采用了解析的途径，因为在几何证明中，由于 
我们的感觉，我们可能错误地假定一些不是显然可以承认的事实. 
这样， Riemann 的思想是 :依靠 分析我们可以从关于空间无疑是先 
验的东西出发，导出必然的结论.于是就会知道空间的任何其他的 
性质都是经验的 .Gauss 自己研究了完全相同的问题，但是仅仅发 
表了这个研究的论曲面的部分. Riemann 对于什么是先验的探讨 
导致他研究空间的局部 性质； 换句话说，就是采用微分几何的途 
径，这同在 Euclid 几何中或者在 Gauss, Bolyai 和 Lobatchevsky 
的非 Euclid 几何中，把空间作为—个整体进行考虑是相对立的. 
在作详细的考察之前，我们应该预先说明，表述在 1854 年的讲演 



以及在原稿中的 Riemann 的思想是模糊的.一个原因是 Riemann 
为了适应他的听众一格丁根的全体教员.部分的模糊也和他文 
章开头的哲学考虑有关. 

Gau SS 关于 Euclid 空间中曲面的内蕴几何学，开辟了一个很 
大的领域, Riemann 对任一空间发展了一种内蕴几何.虽然三维的 
情形显然是一种重要的情形, Riemarm 还是宁可处理《维几何，并 
且他把 n 维空间叫做一个流形 .n 维流形中的一个点，可以用 n 个 
可变参数 x 2 ，…，的一组指定的特定值来表示，而所有这 
种可能的点的总体就构成”维流形本身，正如在一个曲面上的点 
的全体构成曲面本身一样 .这” 个可变参数就叫做流形的坐标.当 
这些: r, 连续变化时,对应的点就遍历这个流形. 

因为 Riemann 认为我们只能局部地了解空间,所以他从定义 
两个一般点之间的距离出发，这两个点所对应的坐标只相差无穷 
小.他假定距离的平方是 

U 。） d52 = 2 2 ^ dxidxj , 

其中 A 是坐标 A ， jt 2 , …，的函数，心= g ti ,并且 (10) 的右边 
对的所有可能值总是正的 .ds 2 的这个表示式是 Euclid 距离 
公式 

ds* = dz? + dr! + …+ dxi 

的推广.他提到有可能假定 cb 是微分 dri ， dr 2 ，…， dr„ 的一个 
四次齐次函数的四个根中的一个.但是他没有深入研究这种可能 
性.由于 允许心 是坐标的函数，所以 Riemann 提供了空间的性质 
可以萆点而异的可能性. 

虽然 Riemarm 在他1854年的文章中没有明确地阐述下面的 
定义，但在他的心目中无疑是有的，因为它们与 Gauss 对曲面所 
做的是相同的. Riemann 流形上的一条曲线由 n 个函数 
(11) XX = X 2 = X 2 ( t ), — , Xn = X H ( t ) 



给定.于是，在 i a 和/ = P 之间的曲线的长度定义为 

在两个给定点£ = a 和 r = P 之间的最短曲线一测地线，随之可 
用变分法确定.用变分学的记号，这就是适合条件 ^d5 = 0的曲 
线.于是，必须确定形如 （11) 的特定的函数，它给出两点之间的这 
条最短道路.取弧长 s 作为参数，测地线的方程可以证明是 

替+ S | A 广陰訾= 0"， A ’ 户=1，2, • 

这是《个二阶常微分方程的方程组® 

两条曲线在点 U ,， …， A) 处相交，一条曲线由方向 
dr/ds ( *• = 1，2，…，”）确定，另一条由 dxl / ds'i i = 1, 2,―, 
n ) 确定，其中撇表示属于第二个方向的值，这两条曲线在交点处 
的交角0由公式 

(13) _ =名严替普 

确定.仿照 Gauss 对曲面所用的那套方法，以上面的定义作基础， 
可以推出一种度量的”维几何.所有的度量性质由山 2 的表达式 
中的系数心确定. 

在 Riemann 1854年的文章中的第二个重要的概念，是流形的 
曲率的概念. Riemann 企图通过它去刻画 Euclid 空间和更一般的 
空间，在这种空间中图形可以挪动而不改变其形状或大小 .Rie¬ 
mann 关于任意 n 维流形的曲率的概念，是 Gauss 关于曲面的总 
曲率概念的 推广. 如同 Gauss 的概念一样，流形的曲率可用一些 
量定义，而这些量可以在流形自身上确定，从而无需把流形想象成 
位于某一更高维的流形中. 


①关于大括号记号的意义见下面的（19〉式. Riemann 没有明确地给出这些方程. 



在 n 维流形中给定一点 P ， Ri e mami 考虑在这点的一个二维 
流形，这个二维流形在〃维流形中.这个二维流形由经过 P 点的 
无穷多条单参数测地线构成，这些测地线同流形的平面截口在 P 
点相切.现在一条测地线可以用点 P 和在该点的一个方向来描 
述.设 dr ,'， dr /， …， dr „' 是一条测地线的方向，而 dr ,", drf , …， 
dx «：^ i 另一测地线的方向.则在 P 点的单参数无穷多条测地线中， 
任一条的方向的第；个分量由下式 给出： 
dor, = A’dx/ + A〃dx:’ 

(义'和彳〃要受条件， 2 +/ /2 +2义^ 0 3(9=1 的限制，这个条件是由 
条件 UA ( dr / d 4 )( dr ,/ ds ) = 1导出的). 这一组 测地线构成一 
个二维流形，它有一个 Gauss 曲率. 因为经过 P 点的这种二维流 
形有无穷多，所以在”维流形的一个点处就有无穷多个曲率.但 
是，在这些曲率的测度中，可以从 yn ( n - l ) 个推得其余的.曲率 
的测度的一个显式现在可以推 出来. 这是 Riemann 在他1861年 
的文章中就已做了的，在下面即将给出.对于流形就是一个曲面的 
情形, Riemann 的曲率恰恰就是 Gauss 的总曲率.严格地说，正如 
Gauss 的曲率一样， Riemann 的曲率是一种加在流形上而非流形 
自身的度量性质. 

Riemann 在完成了他的„维几何的一般研究，并说明如何引 
进曲率以后，进而考虑特定的流形，在这种流形上，有限的空间形 
式应当能够移动，而不改变其大小或形状,并且应当能够按任意方 
向 旋转. 这就把他引到常曲率空间. 

当在一点所有曲率的测度都相同，并且等于其他任何点的所 
有曲率的测度时，我们得到 Riemann 称之为常曲率的流形.在这 
种流形上，可以讨论全等的图形.在1854年的文章中 Riemann 给 
出下述结果但没有详 说:如 果 a 是曲率的测度，常曲率流形上无穷 
小距离元素公式变成(在一适当的坐标系中） 



(1 + ( o /4)2:” 2 . 

Riemann 认为曲 率^ 必须是正的或是零，所以当 a>0 时我们得到 
一个球面空间，而当 a = 0 时得到一个 Euclid 空间，反之亦然.他 
还认为，如果一个空间是无限伸展的，其曲率必须为零.然而，他确 
实提示过，可能有现实的常数负曲率曲面 

对(》= ^ 2 >0,且《 = 3的情形，由于 Gauss 的工作，我们得到 
-- 种三维的球面几何，虽然不能把它形象化.这个空间在广度上有 
限但是 无界; 在其中所有的测地线都是定长，等于 27t/a， 并且回到 
它们 自身; 空间的体积是 2,rVa 3 . 对于〆 > 0和 n == 2的情形，我 
们得到通常的球面的 空间; 测地线当然就是大圆并且是有 限的； 而 
且,任意两条测地线交于两点.至于 Riemann 是否认为常数正曲 
率曲面上的测地线都交于一点或两点，实际上是不清楚的.他可能 
倾向于后者. Felix Klein 后来指出（见下一章），这里涉及两种不同 
的几何. 

Riemann 还指出空间的无界性(球的表面就是这种情形)和无 
限性之间的一种区别，这种区别后面还要讲到.他说，无界性与任 
何其他由经验得来的事情，例如同无限广度相比，有更大的经验可 
信性. 

Riemann 在他的文章结尾还指出，因为物理空间是一种特殊 
的流形，所以那种空间的几何不能只是从流形的一般概念推出来. 
把物理空间同其他三维流形区别开来的那些性质，只能从经验得 
到.他附带地 说:“ 关于流形的这些假设，在何种程度上以及在哪一 
点上可以由经验肯定，这个认识问题尚待解决特别， Euclid 几何 
的公理可能只是物理空间的近似写照.同 Lobatchevsky — 样， 



Riemann 相信天文学将判定哪种几何符合于空间.他以下面的预 
言性评论结束他的 文章: “所以，或者作为空间基础的客体必须形 
成一个离散的流形,或者在作用于它上面的约束力之下，我们应当 
从它的外部寻找其度量关系的根据……这就把我们引到另一门科 
学一物理学的领域，我们的工作的宗旨不容许我们今天进入那 
个领域 . ” 

这个观点被 William Kingdon Clifford ①所发展. 


事实上我认为：（1)空间的小部分有一种性质，类似于曲 
面上的小山，这曲面平均看起来是扁平的. （2) 呈弯曲的 
或畸变的这种性质以波浪方式连续地从空间的一部分传 
到另一部分 .（3) 空间曲率的这种变化，确实如我们称之 
为物质运动的那种现象中所发生的情况一样，不管这种 
物质是有重董的还是像空气那样稀薄的 .（4) 在这个物理 
世界中，除了可能遵循连续性规律的这种变化之外，没有 
其他事情发生. 


在曲率不仅逐点变化，而且由于物质的运动也随时间而变化的空 
间中，通常的 Euclid 几何法则是不成立的.他接着又说，要想对物 
理规律作较为严格的研究,就不能忽视空间中的这些“小山”.这 
样，与其他的大多数几何学家不同， Riemann 和 Clifford 感到，为 
了确定什么是物理空间的真理，需要把物质和空间结合起来.这个 
思路自然就引导到相对论. 

Riemann 在他的《巴黎之作> ( 1861 ) 中回到下述 问题: 一个度 

量为 

(15) ds 2 = ^g^dxidxj 

的给定的 Riemann 空间，在什'么时候可以是一个常曲率空间，或 



者甚至是一个 Euclid 空间.但是，他提出了更为一般的问题••在什 
么条件下，可以通过方程组 

(16) Xi = JcXyi t y 2 y …， yj , i = l , 2 , n 
把如同 （15) 那样的度量变成一个给定的度量 

(17) ds' 2 = ^hijdyAyj , 

当然，这里应理解为如等于^'，如此，两个空间的几何除了坐标 
的选取外将是相同的.变换 （16) 并不总是可能的，因为正如 Rie- 
mann 指出的，在 (15) 中有 n(n-M)/2 个独立函数，而可用以把 
变成岣的变换只能引进 n 个函数. 

为了处理一般的问题, Riemarm 引进了 -- 些特殊的量九*，我 
们将代之以更加熟悉的 Christoffel 记号，这里理解为 



表示成各种形式的 Christoffel 记号是 

( 18 ) r aP . x 

2 \ 9x0 3x a dx x I * 

(19) ri ^ = { a /[ = U ， 川= 

其中是行列式 g 中 h 的余子式除以 g. Riemann 还引进现在 
通称的 Riemann 四指标记号 

(20) 

然后， Riemann 证明了 d/ 可以 i 成 d/ 2 的一个必要条件是 



其中左边的记号指的是对度量 d / 所构造的量，并且对于每一个遍 
历1到《的《，象 y ， &的 所有值 ,（21) 都成立. 

Riemami 现在回到特殊的 问题: 在什么条件下给定的山 2 可 
以变成带常系数的.他先导出关于流形曲率的一个显式.在1854 
年的文章中已经给出的一般定义用到从空间的一点 O 出发的测 
地线.设 d 和 S 确定两个向量或从 O 点出发的两条测地线的方向 
(每一个方向由测地线的切线的分量规定).然后，考虑从点 O 出 
发并由 icd + AS 给定的测地线向量束，其中 / c 和 A 是参数.如果设 
想 d 和 S 作用在表示任一曲线的 * = /, (/) 上，则二阶微分 Ud + 
AS) 2 = ic 2 d 2 +2^dS-hA 2 8 2 有意义.于是 Riemann 构造 

(22) Cl = SS 2 — 2dd^]Adr,d^ + dd^] AtLcidr 卜 
这里，理解为 d 和8形式地作用在它们后面的表达式上(而且 d 和 
8可交换），所以 

(23) S 8 ^^ dr < dx > = S [ 2 () dx,dxj 

+ 2 A (( SdrJcLr ^ 4 - dx ^ dx , )], 

并且 SA = 2( 鉍 〆 a _ r r ) 蚁.如果计算就能发现包含一个函 
数的所有三阶微分的项都为零.只剩下包含 8 x , , dx ,， 8 z x it Sdz , 
和 d 2 * r , 的项.通过计算这些项并用记号 

P* = <Lc,8x* — dx k 8x it 

Riemann 得到 

( 24 ) [/2] = ^ (ik, rs)p*/>„ . 

现在令 4 A 2 = - 私 -(^^ dr •紅 ） 2 . 

则 Riemarm 流形的曲率 K ■是 

(25) K = ~ 8 ^- 

全部结论是 :若要 给定的 d / 能够回到形式(对„ = 3) 

(26) ds ’ 2 = c ! dr ? + c 2 dr ! + c 3 drf ， 





其中都是常数，其必要充分条件是，所有的记号（#，拎)都为 
零.在 G 全是正的情况下,山' 2 可以化成 dy \+ dyl + dyl ，即空间 
是 Euclid 空间.正如我们能从 [13] 的值看到的，当 JC 是零时，空间 
实质上是 Euclid 的. 

值得注意的是，一个《维流形的 Riemann 曲率，在曲面的情 
形就化为 Gauss 总曲率.事实上，当 

ds 2 = gudxl + Zg^dxidxz + g 22 dxl 
时，16个记号 (#, 拎)中的12个是零，对其余的4个我们有 
(12, 12) =-(12, 21) =-(21, 12) - (21， 21). 

于是 Riemann 的 K 化成 

02^12) 

g . 

通过 (20), 可以证明这个表达式等于曲面总曲率的 Gauss 的表 
达式. 


4. Riemann 的继承者 

当 Riemann 1854年的文章在他逝世后两年(即1868年)刊行 
时，激起了强烈的兴趣，许多数学家忙着去充实他所概述的思想并 
加以 推广. Riemann 的直接继承者是 Beltrami , Christoffel 和 Lip- 

Eugenio Beltrami (1835 — 1900) ， 是波洛尼亚 （Bologna ) 和意 
大利其他大学的数学教授，他知道 Riemann 1854年的文章，但是 
不知道他1861年的文章,他还在研究把 ds 2 的一般表达式化成形 
式 (14) 的证明问题①，而形式 (14) 是 Riemann 已对常曲率空间给 
出了的•除这个结果以及证明了 Riemarm 的其他几个论断以外， 
Beltrami 还研究了将在下节考虑的微分不变量的课题. 


Elwin Bruno Christoffel( 1829 — 1900) 先是苏黎世后是斯特 
拉斯堡的数学教授，他推进了 Riemann 那篇文章中的思想. 
Christoffel 在他的两篇关键性文章①中主要关心的是重新考虑和 
详细论述 Riemann 在他1861年文章中已经稍为粗略地讨论过的 
题目，那就是一个形式 

F = S 〜 dr.d^ 

在什么时候能够变成另一个 

Christoffel 寻找它的必要充件.在这篇文章中，他附带地引进 
了 Christoffel 记号. 

让我们首先考虑二维的情形，在这里 

F = a(dor) 2 + 2bAxdy + c(dy) 2 , 

F’ = A(dX) 2 + 2BdXdY + C(dy) 2 , 

并假定工和:V可以表示成X和 y 的函数，使得在这变换下 F 变 
成 F'. 当然 ， dx = { 3 x / dX)AX + { dx / 3 Y ) dY . 现在，当 F 中的 x， 
: y，cbr 和办代以相应的X和 y 的表达式，并让 F 的这个新形式 
中的系数和〆的对应系数相等时,就得到 

a (lf) ! + 2 *lf lx + c (lx) ! =A - 
a ^l? + *(l§ly + l?lx) 

+ c lxly = B> 

a (lf) ! + 26 (lf ly) +c (ly ) 2 = a 

对于 x 和; y 作为; f 和 y 的函数，有三个微分方程.如果它们能够 
解出来，那我们就知道如何把 f 变成 F' 了.然而，其中只含有两个 




函数•于是，以6和 C 为一方，以 A, B 和 C 为另一方，它们之间 
必定有某些关系.通过微分上面三个方程和一些代数步骤，就发现 
这关系是 K = K \ 

对于”元的情形， Ch r istoffd 用的是同一个方法.他从 
F= ^g„dx r dx s , 

广= ^gndy r dy, 

出发.变换是 

x i =工•(％，： y 2, …，3»»)，/ = 1, 2,…， n. 

他让 # = 1 化I .如果^^是^*在行列式里的余子式，就让== 
像 Riemarm— 样，他独立地引进了四指标记号 （没 有逗 
点） 

+ S(W, 夕![从， h ]~\ gh , p \[ ik , p ]). 

然后他推出关于 A 作>为乂的函数的; i(/i+ 1)/2 个偏微分方程. 
有代表性的一个是 

这些方程是使 F = F f 的变换存在的必要充分条件. 

部分是为了讨论这组方程的可积性，部分是由于 Christoffel 
愿意考虑 dr, 的高于两次的形式，所以他作了许多微分和代数推 
导，证明了 

(27) 名严嚕急尝赣， 

其中《,/?， y 和5取1到”的所有值.总共有„ 2 („:_ 1)/12 个这种 
形式的方程.这些方程是两个四阶微分形式等价的必要充分条件. 
确实，设 d (1 i, d<»x, d ,3 >x, 的四组微分，对3>也照样有 

四组微分•如果有四线性形式 

G. = 2 UMOd" :，， 




则关系式 (27) 是 G 的必要充分条件，其中 G/ 是诸: y 变元的 

类似于 G 的形式. 

这个理论可以推广到 P 重微分形式.事实上, Christoffel 引 

进了 

(28) G„ = 2 i 0 ， 

其中括号里的项几4与&指标记号一样是用 心来 定义的，记号$ 
是用来把X,的微分组同以^作用所得的微分组区别开来.然后他 
证明 

(29) ( tfia n,)' = 加 … ， ,) 音令， 

并得到 G 可以变成的必要充分条件. 

接着,他给出从一个 P 重形式导出一个（芦+ 1)重形式的 
—般方法.关键的一步是引进. 

(30) (»',i 2 •*•*>') = 去 (*‘"2…‘)- Al(Ai 2 •••*',,) 

+ l«2 ,幻 （*’1 又* V..*V) + …]. 

这些 (^+1) 指标记号是 仏 +1 形式的系数 .Christoffel 在这里用 
的方法，就是后来 Ricci 和 Levi-Civita 所谓的协变微分（第 
48章）. 

Christoffel 关于 Riemann 几何只写了一篇关键性的文章，而 
波恩大学的数学教授 Rudolph Lipschitz, 从1869年起在《数学杂 
志》 上却写了大量文章•虽然他对 Beltrami 和 Christoffel 的工 
作做了某些推广，但主要的题目和结果跟他们两人是相同的. 
关于 RiemannlP Euclid ”维空间的子空间他却给出了某些新的 
结果. 

由 Riemann 创始并由他的三位直接继承者所发展的思想， 
在 Euclid 微分几何和 Riemarm 微分几何两方面都提出了大批新 
问题.特别，在三维 Euclid 情形已经得到的结果，被推广到„维 



中的曲线、曲面和较高维的形式.在这许多结果中我们将只引述 
—个. 

1886年， Friedrich Schur(1856—1932) 证明了一个后来以他 
名字命名的定理①.根据 Riemann 提出曲率概念的思路， Schur 讲 
到空间的一个定向的曲率.这种定向由一束测地线+泌确定， 
其中《和沒是从一点出发的两条测地线的方向.这个束构成一个 
曲面并且有一个 Gauss 曲率, Schur 称之为这个定向的 Riemann 
曲率.他于是断言，如果空间的 Riemann 曲率在每一点都同定向 
无关，则 Riemann 曲率在全空间是常数.因此，这种流形是一个常 
曲率空间. 


5. 微分形式的不变置 

由于研究了 ds 2 的一个给定表达式，什么时候可以通过形如 

(31) Xi = Xi{x( y xi ，…， Xn) y f'=l,2, •••, n 

的变换，变成另一个这种表达式而保持 d.v 2 的值不变这一问题，人 
们便清楚地知道流形可以有不同的坐标表示.然而，流形的几何性 
质，必须同用以表示和研究它的坐标系的选取无关.从分析上来 
说，这些几何性质将由不变量表示，所谓不变量就是一个表达式， 
其形式在坐标变换下不变，因此，在不同的坐标系中它在一个给定 
点有相同的值•在 Riemann 几何中有兴趣的不变量，不仅包括含 
有微分 dx, 和(1^的基本二次形式，而且还可以包含系数的导数 
和其他函数的导数.所以它们被称为微分不变量. 

以二维情形为例，设 

(32) ds 2 = Edu 2 + 2Fdudv + Gdv z 

是一个曲面的距离元素（的平方），则 Gauss 曲率 K 由上面的公式 
(8) 给出.现在，如果坐标变成 



( 33 ) «' = /(«， V )， v' = g(u, v ), 

而 Edu 2 +2Fd«dt;+Gdv 2 变成 E'du 2 +2F , dudv+G ， dv z , 则有 
定理说 K = K', 其中 /C' 与 (8) 的表达式相同，不过是用带撇的变 
量.因此曲面的 Gauss 曲率是一个纯量不变量.不变量 if 也说成 
是属于形式 (32) 的不变量，它只包含£， F, G 和它们的导数. 

微分不变量的研究实际上是由 L a m6 在一个较局限的范围内 
开 始的. 他感兴趣的是三维空间中，从一个正交曲线坐标系到另一 
个这种坐标系的变换之下的不变量.对直角 Descartes 坐标他证 
明了 0) 

⑽ △.卜(灯+ (# + (卽， 

(35> A J = 0 + 0 + 0 

是微分不变量（他称之为微分参数).譬如，如 果# 在一正交变换 
(转轴)下变成了〆(〆，/,〆），同一点在原坐标系和新坐标系中 
的坐标分别是 U, ：y, *)和(/, y, *'), 则在这点处有 

(紅+(默+(烈=(|^ + @)、(|^， 

对于 Ad 类似的方程成立. 

对于 Euclid 空间中的直交曲线坐标系, d/ 具有形式 
(36) = gndu\ +g 22 dul + g 3i Au \, 

Lame 证明了 [见《曲线坐标讲义》 （I^cowHar Zes coordonnees cur- 


vilignes) t 1859, 参阅前面第 28 章第 5 节]，在直角坐标系中，由 
上面给定的4的梯度的发散量具有不变形式 


: L- f-j,/ jg22g 33 3j>\ 

> /客 11 容 22 容 33 L 如1 W g U 9 ui / 

+忐砻)+忐(\^?砻)]_ 



在同一著作中，顺便给出了关于由 (36) 给定的 d/ 何时确定 
Euclid 空间中一个曲线坐标系的条件，以及如果这样做了，又如何 
把它变成直角坐标. 

Beltrami 第一个对曲面论的不变量作了研究他给出了下 
列这两个微分不变量 



这些量都有几何意义.例如对△，,如果 △“= 1,则 曲线多 (《， 
v ) =常数是曲面上测地线族的正交轨线. 

寻找微分不变量的工作随后转到对 n 个变量的二次微分形 
式.其理由仍旧是这些不变量与坐标的选取无关，它们代表流形本 
身的内蕴性质.譬如 Riemann 曲率就是一个纯量不变量. 

Beltrami 用 Jacobi 给出的方法②，成功地把 Lame 不变量转 
到了 n 维 Riemann 流形③.设发照例是&的行列式，#是 g 中 
心的余子式除以 S ，则 Beltrami 证明了 Um6 的第一个不变量 
变成 

这就是+的梯度的平方的一般形式.对于 Lame 的第二个不变量， 
Beltrami 得到 





他还引进了混合微分不变量 


差 g . 

这就是4和4的梯度的数量积的一般形式. 

当然，形式 d/ 本身在坐标变换下是一个不变量.由此，正如 
我们在前节看到的， Christoffel 推出的他的高阶微分形式 G 和 
也是不变量.而且他说明了如何从 G 导出 Gm , ，而仏，也是 
不变量 • 对这种不变量的构造， Lipschitz 也作了研究，不变量的数 
量和种类是繁多的.正如我们将要看到的，这个微分不变量理论对 
于张量分析是一种启示. 






第 38 章 


射影几何与度量几何 

但总应要求-•个数学主题变成直观上显然.才可认为研究 
到头了…… 


1 .引 言 

当研究非 Euclid 几何之时和之前，射影几何的研究是主要的 
几何活动.再者，从 von Staudt 的著作中（第35章第3节），显然的 
是，射影几何在逻辑上是先于 Euclid 几何的，因为它所处理的是 
构成几何图形的最根本的定性方面的和描述方面的性质，而并没 
有用到线段与角的度量.这个事实提示出 Euclid 几何可能是射影 
几何的特例.现就非 Euclid 几何而言，至少就常曲率空间的非 Eu¬ 
clid 几何而言，也可能是射影几何的特例. 于是射影几何与非 Eu¬ 
clid 几何间的关系成为研究的主题，而后者是度量几何，因为它以 
距离作为基本概念.弄清射影几何与 Euclid 以及与非 Euclid 几何 
之间的关系，是我们将进行考査的一个很大的研究成果.同等重要 
的是证明基本非 Euclid 几何的相容性. 


2. 作为非 Euclid 几何模型的曲面 

继 Riemarm 工作之后，最重要的几何要算是常曲率空间的几 
何了 .Riemami 自己在他1854年论文中指出，只要把球面上的测 
地线取作“直线”，就能够在球面上实 现一个 二维的正的常曲率空 




间.这种非 Euclid 几何，现在称为二重椭圆几何，理由以后将会明 
白.在 Riemann 的工作以前，631^，1^^31：(：|16乂31^和 Bolyai 的非 


Euclid 几何，后来 Klein 称为双曲几何，是在平面上的几何，引进 



图 38.1 


普通直线（自然是无穷直线）作 
为测地线.这种几何和 Riemann 
几何的关系是不清楚的 .Rie- 
mann 和 Minding® 曾考虑到负 
的常曲率的曲面，但他们两人 
都未指出与双曲几何的关系. 

Beltrami 不依赖于 Rie- 
mann 而独自认识到②常曲率的 
曲面是非 Euclid 几何空间.他 
在曲面上给出双曲几何的有限 


表示法③，这证明了双曲平面有限部分的几何在负的常曲率的曲 


面上成立，只要把曲面上的测地线看作直线.曲面上的长度和角度 
就是普通 Euclid 几何曲面上的长度和角度.一个这样的曲面名为 
伪球面(图 38. 1), 它是由一条名为曳物线 (tractrix) 的曲线绕渐近 
线旋转而成的，曳物线方程是 


曲面方程为 


z = k ^ 一^一 y . 

曲面的曲率为一 • 于是伪球面是 Gauss，Lobatchevsky 和 


Bolyai 的平面有限部分的模型.在伪球面上的一个图形可以移动 
并适当弯曲使之与曲面吻合，正如同一个平面图形可以弯曲使之 




与圆柱面吻合一样. 

Beltrami 证明一块 Lobatchevsky 平面可以在负常曲率曲面 
上实现.然而没有负常曲率的正则解析曲面使得全部 Lobatchev¬ 
sky 几何在其上成立.所有这种曲面有一条奇异曲线——切平面 
经过它时不连续——所以经过此曲线的曲面的延拓不能使代表 
Lobatchevsky 几何的图形连续.这是 Hilbert 得出的结果①. 

这方面还值得指出的是， Heinrich Liebmann( 1874— 1939) ② 
证明了球面是唯一正的常曲率封闭解析曲面(无奇异点），从而是 
唯一能用来作为二重椭圆几何的 Euclid 模型. 

这些模型的发展帮助数学家了解并看出基本非 Euclid 几何 
的 意义. 必须记住，这些二维的非 Euclid 几何基本上就是平面几 
何，其中的直线与角是 Euclid 几何中通常的直线与角.双曲几何 
虽是以这种方式来论述的，但数学家似仍感其结论奇异，只是勉强 
承认它们属于 数学. Riemann 以微分几何观点提出的二重椭圆几 
何，甚至还没有像平面几何的公理推导.于是数学家只能从球面上 
的几何所提供的线索来看出它的一点意义.只是通过为寻求 Eu¬ 
clid 几何与射影几何的关系，人们才从另一方面的研究，对这些非 
Euclid 几何的性质获得好得多的理解. 


3. 射彩几何与度置几何 

Poncelet 虽引进图形的射影和度量性质间的区别，并在他的 
1822年的书 7Va ⑹中说道，射影性质在逻辑上是更基本的，但开 


① Atner. Math. Soc. , Tram. , 2,1901 .86 — 99 = Ces. Abh. , 2,437 〜 448 •证 
明与进一步历史细节见于 David Hilbert 的 Grundlagen der Geometne 7th ed. , B. G. 
Teubner.1930 的附录 V. 定理假设双曲几何的直线是曲面上的测地线，长度与角度是 


始在与长度和角的大小无关的基础之上建立射影几何的人却是 
von Staudt (第35章第3节).在1853年法兰西学院教授 Edmond 
L a g uerre (1834 — 1886) 虽然起初关心的是研究射影变换下角度如 
何变化的情况，却以给予角的度量提供射影基础，实际上提出了根 
据射影概念来建立 Euclid 几何度量性质的这一目标①. 

求两已给相交直线之间夹角的度量，可考虑通过原点分别与 
此两已知直线平行的两 直线. 设过原点的直线方程（非齐次坐标） 
为 y = Jotan$ t y = :ctan〆 •设: y = hr 及: y =—b: 为过原点到无 
穷远圆点，即到 （1, i, 0) 与（1， 一i, 0) 两点的两直线(虚的).令此 
四直线分别为 w 及 u / •设♦为 u 与 e /间 的夹角，则 
Laguerre 的结果为 

0) ^ = 6 , —0 = ylog(ww ， , wiv f ) , 

其中 wm/) 是四直线的交比 ©• (1) 式的意义是它可以作为用 
交比这一射影概念来定义角的大小.对政函数自然是纯数量性的， 
故可在任何几何中引进. 

与 Uguerre 无关, Cayley 独立地迈进了第 二步. 他从代数观 
点研究 几何. 实际上他的兴趣在于代数形式(齐次多项式型）的几 
何解释.这是我们将在第39章内讨论的主题.为了要证明度量概 
念能够用射影语言来表达，他专心致力于 Euclid 几何与射影几何 
的关系，我们要描述的工作是他的 《关于 代数形式的第6篇论文》 
(Sixth Memoir upon Quantics) ③. 

Cayley 的工作实际是 Laguerre 的思想的推广.后者用无穷远 
圆点定义平面角，虚圆点实际是退化的二次曲线.在二维时 Cay- 


* Annales de Mathematiques , 12, 1853, 


②交比本身是一个复数，系数 V2 保证直角的大小为 >i/2. 此交比的计算可在射 
影几何教科书中见到•例如 参看： WiHiamC. Graustein： Introduction to Higher Geome- 


ley 用任一二次曲线代替虚圆点，而在三维时他引进任何二次曲 
面.这些图形他称之为绝 对形. Cayley 断言图形所有的度量性质， 
无非就是加上了绝对形或者关于绝对形的射影性质.他于是证明 
这个原则怎样使我们能导出角的新表达式与两点间距离的表达 
式. 

他从平面上点可用齐次坐标表示的事实出发,这些坐标不看 
作距离或者距离的比，而作为既定的基本概念，无需乎也不能给予 
任何解释.为定义距离与角度大小，他引入二次型 

3 

F(x, x) = 2 aaXiXj , — a a 

i =\ 

与双线性型 F(x, y) = 2 • 

方程 F(x, x) =0 定义一条二次曲线，即 Cayley 的绝对形.绝对 
形的线坐标方程为 

G( m , «) = 2 A 0 UiUj = 0, 

其中是 F 的系数行列式 UI 中知 的余因子. 

Cayley 用下列公式定义 x 与; y 两点间的距离 L 其中 z = 
(A ， j： 2 ， 而 ） 及: y = (% ， 力 ， ％ ) : 


(2) J = arCCOS [F(x,x)F(^^)]- 

线坐标为 tt= (a, , «2, « 3 ) 及V = (V, , V2 , v 3 ) 的两直线的夹角於 

定义为 


(3) 


G(«, v ) 

[G (“， u ) G ( v t v )] xn， 


若取特殊二次曲线 x? +xi +xi=0 为绝对形,则上述两个一 


般公式就变得简单.这时，若(^， a 2 , a 3 ) 与 ( b lt b 2 , &) 是两点的 
齐次坐标，则它们之间的距离由下式 给出： 



⑷ 


a\b\ + a 2 bz + a 3 b 3 


aFCC S ^a\+a\+aUb\ + ^~b\' 

若两直线的齐次线坐标为 （A ，《 2 ,《 3 )与 < Vl , t； 2 , t/ 3 )， 则它们之 
间的 夹角# 由下式 给出： 

(5) cos^= ，+㈣+』 3 年一 

■s/u\ + u\+uWv\+iA+vl 

关于距离的表达式，若用简短写法 町= ar 1：yi +x 2 y 2 + x 3 y 3 , 
并设 《 = (A, a 2 , a 3 ) 与 r 是直线上三点，则 



即距离的相加法则照样成立.取绝对形二次曲线为无穷远圆点 
(1， i，0) 及(1，一 i，0)，Cayley 证明距离与角度的公式将化成普 
通的 Euclid 公式. 

读者注意，长度和角度的表达式里包含绝对形的代数表达式. 
一般，任一 Euclid 度量性质的解析表达式包含着该性质与绝对形 
的关 系式. 度量性质不是图形本身的性质，而是图形相关于绝对形 
的性质.这是 Cayley 以一般射影关系来决定度量的思想.射影几 
何中度量概念的地位和前者更大的普遍性，用 Cayley 的话 来说： 
“度量几何是射影几何的一部分 . ” 

Cayley 的思想为 Felix Klein (18 4 9— 19邙)所采纳，并将它推 
广到包括非 Euclid 几何. Klein 是格丁根的教授，是19世纪后期 
到20世纪初期第一流德国数学家之一•在1869〜1870年间他学 
习了 Lobatchevsky , Bolyai , von Staudt 的研究 工作； 然而即使在 
1871年他还不知道 Laguerre 的结果.他觉得利用 Cayley 的思想 
有可能把非 Euclid 几何、双曲几何与二重椭圆几何都包括在射影 



几何里面.他在1871年①的一篇论文中概略叙述了他的思想，并 
发展成为两篇文章 ©. Klein 是第一个认识到无需用曲面来获得非 
Euclid 几何的模型的人. 

Klein 首先指出 Cayley 没有说清楚他心目中的坐标究竟有什 
么意义.它们或者是没有几何解释的变量，或者是 Euclid 几何的 
距离.但要从射影几何中推导出度量几何，必须在射影基础上建立 
坐标 .von Staudt 曾证明（第35章第3节）用他的投射代数 （alge- 
bra of throws) 可能给点规定以数.但他用了 Euclid 平行公理.看 
来 Klein 清楚地认识到这个公理能够去掉，并在1873年的论文中 
证明了这是能做到的.于是四个点的、四条直线的或者四个平面的 
坐标和交比，都可以在纯粹射影的基础上定义. 

Klein 的主要思想是把 Cayley 绝对形二次曲面(若考虑三维 
几何)的性质具体化，就能证明依赖于绝对形性质的 Cayley 度量 
将产生双曲几何与二重椭圆几何.当二次曲面是实椭球面或实椭 
球抛物面，或实双叶双曲面时，便得到 Lobatchevsky 的度量 几何； 
而当二次曲面是虚的时，便得到 Riemann 非 Euclid 几何（正的常 
曲率).如果绝对形是球面虚圆，其齐次坐标方程为 x 2 +y+z 2 = 
0, f = 0 ，则得出普通的 Euclid 度量几何.于是度量几何成为射影 
几何的特例. 

我们用二维几何来领悟 Klein 的思想.在射影平面内选取一 
个二次 曲线; 此二次曲线将为绝对形.其点坐标方程为 

⑹ F = 2] aaXiXj = 0 , 

其线坐标方程为 

(7) G = 2 = 0. 




要推导 Lobatchevsky 几何,二次曲线必须是实的，即其平面齐次坐 
标方程为 x? +4 = 0 ;对正的常曲率曲面上的 Riemann 几何来 

说，二次曲线是虚的，例如 d +4 +3 = 0 ;对 Euclid 几何，二次曲 
线退化成两根重合直线，齐次坐标用 A == 0表示，并在此轨迹上选 
取两个虚点，其方程为: rf +4 =0 ,即无穷远圆点，它的齐次坐标为 
(1, i, 0) 及 (1, 一 i，0) .在各种情况下二次曲线都是实方程. 

为了说得具体起见，设二次曲线如图 38. 2所示.若^与 P 2 
为一直线的两点,此直线与绝对形相遇于两点(实的或虚的).则距 
离取作 

(8) J = clog(P 1 P 2 , Q,Q 2 ) , 

括号中的量表示四个点的交比, c 是一常量.此交比可用点的坐标 
表示.再者，若有三点 P 2 , P 3 在此直线上，立即可以证明 
(PiPz, QiQz) - (P 2 P 3 , QiQz) = (PiP 3 , QxQz), 

故得 PiP 2 + P 2 P 3 = P,P 3 . 



m 38.2 ffl 38. 3 


同样,若“及 l 是两直线（图 38. 3)，考虑过此两直线交点到 
绝对形的切线 f 与 w (切线可以是虚线），则 ulv 的夹角定义为 
♦ = c'log(i«;， tw) t 

其中 C •'是常量，括号中的量表示四直线的交比. 

为解析地给出 d 和#值的表达式，并证明它们与绝对形的选 
取有关，设绝对形的方程为如上所给的 F 与 G. 由定义 



3. 射影几何与度置几何 


现能证明 ：若」 
的坐标，则 


同样，若(《,，; 
明 


F v = ^aaXiyj. 

;-i 

，工2，工3 ) 与 ：y = (：yi ， ：y 


3 )与（奶， v 2 , t； 3 ) 为两直线的坐标，则用 G 能证 


c’log 


G^+JGl-C 


常置^一般取为 i/2, 使得4是实的，且全中心角是 2 tc . 

Klein 应用角与距离的上述对数表达式，并证明如何能从射 
影几何导出度量几何来.于是若从射影几何开始，则选取绝对形并 
应用以上距离与角的表达式，便能得到 Euclid 的、双曲的和椭圆 
的几何作为其特例.度量几何的性质则由绝对形的选择而固定.附 


带地说一下, Klein 的距离和角度表达式能够证明等于 Cayley 的 
表达式. 

若作射影平面到它本身的射影变换（即线性变换），它把绝对 
形变到本身(虽然绝对形的点变到其他点）,则因为在线性变换下 
交比是不变的，距离和角度将不改变.使绝对形不变的那些线性变 


换就是由绝对形所确定的特殊度量几何的刚体运动或者全等变 
换.一般的射影变换不能使绝对形不变.于是射影几何本身在它所 
允许的变换中是更为一般的. 

Klein 对非 Euclid 几何的另一项贡献是这样的研究结果，即 
他观察到有两种椭圆几何，据他说这结果于1871年①第一次得 
到，但发表于1874年 ©. 在二重椭圆几何中，两个点并不总是确定 



唯一的直线.在球面模型中当两个点在直径相对两端时这是很明 
显的.第二种椭圆几何称为单重椭圆几何，在这种几何中两个点永 
远确定唯一的一条直线.从微分几何观点来看，正的常曲率曲面上 
微分型 <1/( 用齐坐标)是 

. 2 = cLrf + dxl + dxl 

— |l + (aV4)(4-fo：H-xni 2 * 

在两种情况下都是 a 2 >0. 然而，在第一类中测地线是有限长度 
27t/a 的曲线，若半径为及，则此有限长度为2成，并且是封闭的 
(回到它们自 己). 在第二种类型中，测地线长为 ic/a 或 成并且仍 
然是封闭的. 

有单重椭圆几何性质的一个曲面模型是 Klein 提出的①，这 
是个半球面,包括其 边界. 然而，边界上直径相对两端的任两点必 
须看作是一个点.在半球面上的大圆弧是“直线”或是这个几何的 
测地线，曲面上的普通角是这种几何 的角. 于是单重椭圆几何（有 
时称为椭圆几何，那时二重椭圆几何称为球面的几何)也可在正的 
常曲率空间 实现. 在这个模型中，至少在三维空间内我们不能把视 
为等同的这样两点实际连成一点.这种曲面将自交,并且曲面上重 
合于自交交点处的点将看作是不同的点. 

现在我们能看出为什么 Klein 把 Lobatchevsky 几何称作是 
双曲的，把正的常曲率曲面上的 Riemarm 几何称作是椭圆的，把 
Euclid 几何称作是抛物的.这种名称来自下述事 实：即 普通双曲 
线与无穷远直线相交于两点，而相对应地在双曲几何中每一条 
直线交绝对形于两个 实点. 普通椭圆与无穷远直线没有实的公 
共点，同样在椭圆几何中每条直线与绝对形没有实的公共点.普 
通抛物线与无穷远直线只有一个实公共点，而在 Euclid 几何中 
(作为射影几何中的一种几何），每条直线与绝对形只有一个实 
的公共点. 



从 Klein 的研究工作中逐渐出现的意义就是，射影几何在逻 
辑上实在是独立于 Euclid 几 何的. 再者，非 Euclid 和 Euclid 几何 
也可看作射影几何的特例或子几何.确实，射影几何公理化基础的 
纯逻辑的或严密的研究工作以及其与子几何的关系还有待后人去 
做(第42章).但弄清楚了射影几何的基本地位之后， Klein 便铺平 
了公理化发展的道路，这就能从射影几何出发并由它推出几种度 
量几何. 


4. 模型与相容性问題 

早在19世纪70年代几种基本的非 Euclid 几何，如双曲几何 
与两种椭圆几何，已经为人引进并大力进行研究.但为使这些几何 
成为数学的合法分支，还得回答一个基本问题，即它们是否相容. 
如果有人证明在这些几何中矛盾是固有的，则仍可证明 Gauss, 
Lobatchevsky，Bolyai，Riemann 和 Klein 等人的工作将是毫无意 
义的. 

说实在的，二维二重椭圆几何相容性的证明是现成有的，可能 
Riemann 已经认识到这个事实，虽然他没有明确说出. Beltrami 曾 
经指出① Riemann 正的常曲率二维几何可在球面上实现.这个模 
型使得二维二重椭圆几何相容性的证明成为可能.这种几何的公 
理(此时尚未明确提出）与定理完全可以应用到球面上的几何，只 
要把二重椭圆几何的直线解释为球面上的大圆.若在二重椭圆几 
何内有矛盾的定理,则在球面的几何内也必然有矛盾的定理.现因 
球是 Euclid 几何的一部分，故若 Euclid 几何是相容的，则二重椭 
圆几何也必然如此.对19世纪70年代的数学家来说， Euclid 几何 
的相容性几乎是没有问题的，因为除去如 Gauss, Bolyai, Lo- 




batchevsky 以及 Riemann 等几个人的观点外, Euclid 几何是物质 
世界必然的几何，而在物质世界上会有矛盾的性质那是不可能想 
像的.然而，特别是根据后来的发展，重要的一点是认识到二重椭 
圆几何相容性的证明依赖于 Euclid 几何的相容性. 

证明二重椭圆几何相容性的方法不能用于单重椭圆几何或用 
于双曲几何.单重几何的半球面模型不能在三维 Euclid 几何中实 
现，虽然它能在四维 Euclid 几何中实现.如果愿意相信后者的相 
容性，则可以接受单重椭圆几何的相容性.然而，尽管《维几何已 
经由 Grassmann, Riemann 以及其他一些人考虑过，19世纪70年 
代的任何数学家是否愿意肯定四维 Euclid 几何的相容性却是很 
值得怀疑的. 

双曲几何的相容性是不能根据任何这种理由来建立的 .Bel- 
trami 曾给出过伪球面解释，伪球面是 Euclid 几何空间的一个曲 
面，但这只作为双曲几何有限区域的模型，所以不能用来建立全部 
几何的相容性. Lobatchevsky 与 Bolyai 曾考虑过这个问题（第36 
章第8节），但未能解决它.事实上， Bolyai 虽自豪地发表了他的非 
Euclid 几何,但有证据他怀疑它的相容性，因为在他死后发现他的 
文章中还继续试图证明 Euclid 平行公理. 

双曲几何与单重椭圆几何的相容性是用新的模型建立的.双 
曲几何模型是 BeltramiO) 给出的.然而，用于这个模型的距离函数 
则归功于 Klein, 并且经常有人认为这个模型也是他给出的.我们 
来考虑二维情况. 

在 Euclid 平面内（它是射影平面的一部分）选取一个实二次 
曲线，可取为圆（见图 38. 4). 根据双曲几何的这种表示法，几何的 
点是圆的内点，几何的直线是圆的弦，比如说弦(但不包含X 
与 V0. 若取任一点 Q 不在 xy 上，则能找到任何条数的直线通过 



Q 而不与 xy 相交.这些直线的两条，如 QX 和 Qy， 把过 (3 的直 
线分成两类，一些直线与 xy 相交，一 
些直线则不与 xy 相交.换言之，双曲 
几何的平行公理为圆内的直线（弦） 

与点所满足.再者两直线《与6的夹 
角大小是 

b) = ^rlog(a^, mw), 

其中 m 与 n 是从角顶点到圆所作的 
共辆虚切线 ，（fl6, m”) 是 a, 6, m 与 
»四直线的 交比. 常数 l/2i 保证直角的度量为 tt /2. 两点间的距离 
由公式 (8) 定义，即 rf = dog(/V, XY) ，c— 般取作4/2•根据这 
一公式,当 P 或〆趋于X或 Y 时，距离 P〆 变成无穷大,于是由 
于这种距离，弦是双曲几何的无限直线. 

这样，以距离与角的大小的射影定义，圆内部的点、弦、角与其 
他图形就满足双曲几何的 公理. 于是双曲几何的定理也可应用于 
圆内部的图形.在这个模型中，双曲几何的公理和定理实际就是 
Euclid 几何中对于一些特殊图形与概念(例如，由双曲几何方式定 
义的距离)的论断.因为所说这些公理与定理能应用于当作属于 
Euclid 几何的图形与概念，则所有双曲几何的论断都是 Euclid 几 
何的定理.于是，如果在双曲几何中有矛盾的话，这个矛盾将是 
Euclid 几何之内的 矛盾； 因而如果 Euclid 几何是相容的，则双曲 
几何也必须是相容的.这样，双曲几何的相容性归结为 Euclid 几 
何的相容性. 

双曲几何相容的事实蕴涵着 Euclid 平行公理与其他 Euclid 
公理 无关. 假若不然，即如果 Euclid 平行公理可以从其他公理导 
出，它也将是双曲几何的一个定理，因为除去平行公理以外, Eu¬ 
clid 几何的其他公理和双曲几何的公理是相同的.但是这个定理 



图 38. 4 



将与双曲几何的平行公理相矛盾,从而双曲几何将不会相容.二维 
单重椭圆几何的相容性也像双曲几何一样可用同样方式证明，因 
为这种椭圆几何也可以在射影平面中实现，且有距离的射影定义. 



图 38.5 


PoincaK ①联系自守函数的研 
究，独立地给出另外一个模型，也 
建立了双曲几何的相容性.双曲平 
面几何的这个 Poincare 模型能够 
表达的一种形式②是把圆取作绝对 
形(图 38. 5). 在绝对形之中几何的 
直线是与绝对形成正交的圆弧和 
通过绝对形中心的直线.任一线段 
PiPz 的长度由 log(P 1 P 2 , P a P b ) 
给出，其中 f 2 ， P a P b ) = 


(P i P„/P 2 P b )(P 1 P a /P 2 P a ) ，P a 与 是过 P, 与 P 2 的圆弧与绝 
对形的交点，巧^， P 2 P„ 等长度都是弦.模型中两相交“直线”间 


的角就是两弧间的通常 Euclid 角.在绝对形点处相切的圆弧是平 


行“直 线”. 因为在这^1"模型中双曲几何的公理和定理也是 Euclid 
几何的特殊定理，以上关于 Beltrami 模型的论证，也可在此应用 
以建立双曲几何的相 容性. 以上类似的高维模型也是正确的. 


5. 从变换观点来看待几何 

K lei " 成功地把各种度量几何归纳为射影几何之后，使他寻 
求刻画各种几何的特征，不只是基于非度量的和度量的性质以及 


① Acta Math. , 1,1882, 1 〜62 = , 2.108 〜168;参看论文 p. 8及 p . 52. 

② 厲于 Poincare 的这种形式是和 Bull. Soc. Math, de France, 15,1887 ,203~ 
216 = (Euvres, H, 79-91 中给出的接近•此处描述的棋型似由 Joseph Wellstein 
(1869-1919) 首先给出的，见 H. Webei •和 J. Wellstein. Enzyklop&die der Elemen- 


各种度量间的区分，而是基于更广泛的观点，即基于这些几何与 
那些早已有的几何所要完成的目标是什么，来刻画它们的特征. 
他给出这种刻画是在1872年的一次 演说： “近代几何研究的比 
较评述” （Vergieichende Betrachtungen iiber neuere geometrische 
Forschimgen)® .这是他被接纳进入埃尔兰根大学教授会时的演 
讲，这次演说中所表达的观点后来以埃尔兰根纲领之称闻名 
于世. 

Klein 的基本观点是，每种几何都由变换群所刻画，并且每种 
几何所要做的实际就是在这个变换群下考虑其不变量，再者一个 
几何的子几何是在原来变换群的子群下的一族不变量.在此定义 
下相应于给定变换群的几何的所有定理仍然是子群几何中的 
定理. 

虽然 Klein 在他论文中没有用解析式子来陈述他所讨论的变 
换群，为了明显起见我们要用一些解析式子.根据他的几何概念， 
射影几何(比如说是二维的)是研究从一个平面上的点到另一个平 
面上的点或者到同一平面上的点（直射变换）的变换群下的不变 
量.每个变换形式为 

x \ — a u Xi -\-a xz X2 -f-a J3 ^3. 

(9) xz = a 2 ix } +a 22 J：2 +a 23 :c 3 ， 

X3 = asi-Xi -\-a 3 zJCz +^33^3» 

其中设为齐次坐标 ，〜是 实数.系数行列式必须不为零.非齐次坐 
标的变换用下式 表示： 


( 10 ) 


ai3 



a^x + a 2 i y-\- a Zi ' 

同样〜的行列式必须不为零.射影变换群下的不变量，举例 说有: 





线性、共线性、交比、调和集和保持为圆锥曲线不变等. 

射影群的一个子群是一族仿射变换 ®. 这个子群定义如 下:设 
在射影平面上固定任一直线上的点称为理想点或无穷远 
点称为无穷远直线.射影平面上其他点与直线称为寻常点，这 
些都是 Euclid 平面上通常的点.直射变换仿射群是射影群的子 
群，使 t 不变(但该线上的点无需保持不变），仿射几何是在仿射 
变换下不变的那批性质与关系.二维齐次坐标的仿射变换，其代数 
表示为以上的方程 (9), 但在其中 a 3 , = aj! = 0，并有相同的行列 
式条件.非齐次坐标的仿射变换表示为 

x — a\\X-\-a n y + a X3 , Un a n I 
y = a 2 l x-\-a 2 2y + a 2 3 t U21 a 22 | • 

在仿射变换下直线变到直线，平行直线变到平行线.然而，长度与 
角的大小要 改变. 仿射几何由 Euler 首先注意到而后由 Mdbius 在 
其《重心坐标计算》一书中 指出. 它在形变力学的研究中有用. 

任何度量几何群,除了上面行列式的值必须是+ 1或一 1外， 
和仿射群相同 • 第一个度量几何是 Euclid 几何. 要定义这种几何 
群，我们从 L 开始，并假设在 t 上有固定的对合变换.我们要求这 
个对合变换没有实的二重点，而以 oo 处的圆点作为 (虚的) 二重点 • 
现考虑所有那样的射影变换，它们不仅使 L 不变而且把对合的任 
何点变到对合的对应点，此即蕴涵每个虚圆点变到自身. Euclid 群 
的这些变换,代数地表达成非齐次(二维)坐标为 
X = P{x cos0 — y sin 0-ha), 
y = sine-\-y cos$ + ^) t P 士 1 • 

不变的是长度、角的大小、任何图形的大小与形状. 

用这种分类法的术语来讲， Euclid 几何就是在这类变换下的 
一组不 变量. 这类变 换是: 旋转、平移和反射.要得到关于相似形的 
不变量，我们引进仿射群的子群，名为抛物度量群.这个群定义为 



一族射影变换，它使得 L 上的对合不变，这就意味着每一对相应 
的点变到相应的另一对点.非齐次坐标的抛物度量群的变换具有 
形式 

x — ax — by c t 
y = bex 4 - aey -\-d t 

其中 a 2 + 护 # 0 ，且 e 2 = 1 . 这些变换保持角的大小不变. 

要刻画双曲度量几何，我们再回到射影几何，在射影平面上考 
虑一个任意的、实的、非退化的二次曲线(绝对形).射影群的子群 
使这个二次曲线不变的（但不必要求逐点不变）叫做双曲度量群， 
相应的几何叫做双曲度量 几何. 其中的不变量是与迭合有关的那 
些量. 

单重椭圆几何是一种几何，对应于射影变换的子群，使得射影 
平面上一个确定的虚椭圆(绝对形) 不变. 椭圆几何平面是实射影 
平面，且其不变量是与迭合有关的那些量. 

即使二重椭圆几何也能包括在这种变换观点之内，但我们必 
须从三维变换群出发来刻画二维的这种度量几何.变换的子群由 
那些三维射影变换 构成： 它们把空间的有限部分的一个定球（曲 
面) S 变换到自身，球面 S 就是二重椭圆几何的“平面”.同样，不变 
量是与叠合有关的那些量. 

在四种度量几何(即 Euclid 几何、双曲几何和两类椭圆几何） 
之中，相应子群中允许的变换就是通常说的刚体运动，而且只有这 
些几何允许刚体运动. 

Klein 引进若干中间分类，我们将不在此重复，以下的表格表 
示主要几何间的关系. 

Klein 又考虑了比射影几何更一般的几何.这时 （1872) 代数 
几何作为独立的学科渐露头角，他引进三维的变换以刻画这种几 
何，用非齐次坐标写为 

x， =* ★(工，： y，》)，y = y, z) t Z f = y t z). 



要求函数趴 中与 X 是有理的与单值的，并能解出: T, : y, Z 作为 
y ，〆的单值有理函数.这种变换称为 Cremona 变换，在其变换下 
的不变量是代数几何的主题（第39章). 

Klein 也提出对一一对应连续变换下具有连续逆变换的不变 
量进行研究，这是现代叫做同胚的一类变换,在这类变换下不变量 
的研究是拓扑学的主题（第50章).虽然 Riemann 在他曲面的研 
究中也曾考虑过今日认为是拓扑学的问题，但提出把拓扑学作为 
一•门重大的几何学科，这在1872年是一个大胆的步骤. 

在 Klein 时代以后，对 Klein 的分类已经有了增加分类与进一 
步细分的可能，但不是所有的几何都能纳入 Klein 的分类方案之 
中.今日的代数几何和微分几何都不能置于 Klein 的方案之下①. 
虽然 Klein 的几何观点不能证明无所不包，但它确能给大部分的 
几何提供一个系统的分类方法，并提示很多可供研究的问题.他的 
几何“定义”指引了几何思想约有50年之久.再者，他强调变换下 
的不变性，这个观点已超出数学之外而带到力学和一般的数学物 
理中去了.变换下不变性的物理问题，或者物理定律的表达方式不 
依赖于坐标系的问题，在人们注意到 Maxwell 方程经 Lorentz 变 
换(仿射几何的四维子群）的不变性之后，在物理思想中都变得重 
要了.这种思想路线引向狭义相对论. 

我们这里仅提一下几何分类的进一步研究，这些研究至少在 




Helmholtz 和 Sophus Lie(1842—1899) 他们那个时代引起很大注 
意.他们寻求刻画刚体运动可能的几何. Helmholtz 的基本论文 
《论 几何的一些基础事实证明了，若在一个空间内刚体运动是 
可能的，则在常曲率空间内 d 5 的 Riemann 表达式是唯一的可能. 
Lie 探讨了同一问题,使用叫做连续变换群的理论(这在他研究常 
微分方程时已引进），他刻画了各种空间，在其中刚体运动是可能 
的，用的是这些空间所能允许的各类变换群 


6. 非 Euclid 几何的现实 

在 Klein 和 Lie 的研究工作之后，对经典综合非 Euclid 几何 
和射影几何的兴趣衰 退了. 部分是因为这些结构的要点被变换观 
点显露得十分清楚.就为了寻找更多的定理而言，数学家感到矿藏 
已经枯竭.基础的严密化尚有待完成，而这是在1880年后不久几 
年内一个活跃的领域(第42章). 

对非 Euclid 几何失去兴趣的另外一个原因是它们似乎缺乏 
与物质世界的关联.很奇怪的是这个领域的首创者们, Gauss,Lo- 
batchevsky 和 Bolyai 确曾想到在天文学中随着研究工作的深入， 
可能证明非 Euclid 几何是可以应用的.但是在后一时期工作的数 
学家们无人相信这些基本的非 Euclid 几何必然有物理意义. Cay- 
ley,Klei n 和 PoincaM, 虽然他们考虑过这事，但他们确信我们从 
不需要改进或放弃 Euclid 几何. Beltrami 的伪球面模型使得非 
Euclid 几何在数学（虽不是物理的）意义下是真实的，因为它给 
Lobatchevsky 几何以立即可以看出的一个解释，但需把尺子边缘 
换成测地线作为交换 条件. 类似地， Behrami-Klein 和 PoincaK 模 


型为了弄懂非 Euclid 几何，把直线的、距离的或者角的度量的概 
念或者三者一起，放在 Euclid 空间里来想象它们，但是在直线的 
通常解释下或者甚至在其他某种解释下，物质空间能够是非 Eu¬ 
clid 几何的思想是无人问津的.事实上，大多数的数学家把非 Eu- 
clid 几何当作逻辑上的珍奇玩艺. 

Cayley 是 Euclid 空间的坚定支持者，他只接受那种能用新的 
距离公式在 Euclid 空间实现的非 Euclid 几何.1883年他在不列 
颠科学进步协会的会长就职演说①中说道，非 Euclid 空间是一个 
先验性的错误思想，而非 Euclid 几何之所以能被人接受，那只是 
因为它们可以在 Euclid 空间中改变距离函数的结果而得出.他不 
承认非 Euclid 几何的独立存在性，但认为它们是一类特殊的 Eu- 
clid 结构或者是 Euclid 几何中表示射影关系的一种方式.他的观 
点是 

按 Playfah •形式叙述的 Euclid 的第12[第 10] 公理，是不 
需要证明的，但它是我们空间概念的一部分，我们自己经 
验的物质空间的一部分，即为经验所熟知的空间，但它是 
所有外界经验作为其基础的那个表象. 

Riemann 的观点可以说成是：在理智之中有了更一 
般的空间概念（事实上是非 Euclid 空间的概念）之后，我 
们由经验知道，即使不是准确的，至少是高度近似的，空 
间（经验的物质空间）就是 Euclid 空间. 

Klein 认为 Euclid 空间是必然的基本空间，其他的几何只是具有 
新的距离函数的 Euclid 几何.非 Euclid 几何实际上是从属于 Eu- 
clid 几何的. 

Poincar 6 的判断更灵 活些. 科学应该永远试用 Euclid 几何， 



并在必要处改变物理定律, Euclid 空间可能不真实，但它最方便. 
一种几何并不能比另一种几何更真实些，只能是更方便些.人创造 
几何，于是物理定律便与之适应，使得几何与定律拟合于世界. 
Poinca 沒坚持说①，即使是要证明一个三角形的内角之和应大于 
180°，我们最好仍假设 Euclid 几何能描述物质空间并且光线沿曲 
线前进，因为 Euclid 几何比较简单些.自然，事实证明他是错的. 
科学上认为重要的，不单独是在几何上简单，而是全部科学理论上 
的简单性.显然19世纪的数学家在什么算是有物理意义的问题 
上，仍然束缚于他们的传统概念.相对论的发现迫使对待非 Euclid 
几何的态度有激烈的变化. 

数学家的错觉以为他们当时所研究的工作是所能想象的最重 
要的课题，这种情况又可以他们对射影几何的态度作为例子.我们 
在本章所考査的工作诚然证明射影几何是许多几何的基础.然而， 
它显然不能包括有活力的 Riemann 几何和内容正在增长的代数 
几何.然而 Cayley 在1859年他的论文中（第3节）确认“射影几何 
是所有的几何，反之亦然” Bertrand Russell 在他 《几何 基础论 
文集》 (An Essay on the Foundations of Geometry , 1897) 中，也相 
信射影几何必然是物质空间的任何几何的先验形式. Hermann 
Hankel, 尽管他对历史的注意③，在1869年毫不犹豫地说，射影几 
何是走向所有数学的康庄 大道. 已经记录的历史发展的考査清楚 
地证明数学家们很容易被他们的热情冲昏头脑. 








第 39 章 


代数几何 


在这些日子里，拓扑这个天使和抽象代数这个魔鬼为各自 
占有每一块数学领域而斗 争着. 

Hermann Weyl 


1.背 景 

当非 Euclid 几何与 Riemann 几何正在创建的时候，射影几何 
学家忙于研究它们的主题.我们已经看到，这两领域由 Cayley 和 
Klein 的工作而连接起来了.在代数方法广泛应用于射影几何以 
后，寻求几何图形有哪些性质与坐标表示无关，这个问题吸引了人 
们的注意力，并促成对代数不变量的研究. 

几何图形射影性质就是图形在线性变换下不变的那些性质. 
当研究这些性质时，数学家们偶尔也考虑高次变换，并寻求在这些 
变换下曲线和曲面有哪些性质是不变的.数学家的兴趣不久就从 
线性变换转到这类变换上来，称它们为双有理变换，因为这些变换 
的代数表达式是坐标的有理函数，其逆变换也是坐标的有理函数. 
数学家之所以集中于研究双有理变换，无疑是由于这样的事实所 
造成: Riemarm 曾用它们来研究 Abel 积分和 Abel 函数，并且事实 
上如我们以后要讲的，研究曲线的双有理变换的第一个大的步骤 
就是由 Riemann 的工作所引起的.这两个主题在19世纪的后半 
叶构成代数几何的内容. 

代数几何一语是不适当的，因为原来它所指的是从 Fermat 
与 Descartes 时代起所有把代数用于几何的研究 工作; 在19世纪 



后半叶把代数不变量和双有理变换的研究称为代数几何，而到 20 
世纪它指的是后一领域. 


2. 代数不变置理论 

我们已经指出，通过坐标表示来确定要表示的与要研究的图 
形的几何性质，需要识别在坐标变换下保持不变的那些代数表达 
式.另外看到，用线性变换把一个图形变到另一个的射影变换保持 
图形的某些性质不变.代数不变量代表这些不变的几何性质. 

代数不变量的问题先前产生于数论(第34章第5节），特别在 
研究二元二次型 

(1) / — or 2 -f 2hxy + cy z 

在工 与: y 用线性变换 T 变换时是如何变换的，这里的: T 即 

(2) x = ojc ' y = Yx f , 

其中 W 一办: = r .将 r 应用于 / 得出 

(3) f = a x ，z + Zb'xy + c y 2 . 

在数论中， a, 6, G a ，P， y 诸量都是整数，且 r= 1 .然而，一般地 
说/的判别式 D 满足关系式 

(4) D' = 

是正确的. 

射影几何的线性变换更一般些，因为二次型和变换的系数不 
限于整数.代数不变量一词用来把这更一般的线性变换下产生的 
不变量区别于数论中的模不变量，且就此而言，区别于 Riemarm 
几何的微分不变量. 

讨论代数不变量的历史需要一些定义.单变量的 n 次型 

fix) — a 0 x n +a i x' , ~ t H - -fa, 

在齐次坐标中变成二元型 

(5) f(xi , x z ) = a 0 xi -\-aixr l x 2 + … 




三个变量的叫三 元型; 四个变量的叫四元型等等.下面定义适用于 
w 个变量的型. 

设二元型受到 (2) 式的变换 T. 在了下型/<&, x 2 ) 变换到型 
F(X,, X 2 ) = Ao 祀+島尤7^不 +… 

F 的系数将与/的不同， F = 0的根将与/=0的根不同./的系 
数的任何函数 J 如果满足关系式 

/(Ao, A x , •••, A n ) = r w I(a 0t a y , …， a”）， 

就称为 / 的一个不变量.若《； = 0，此不变量称为/的绝对不变 
量.不变量的次数是系数的次数且权数是二次型的判别式是一 
个不变量，如 （4) 所示. 这时次数是2,权数是 2. 任一多项式方程 
/(x) = 0的判别式的意义在于，它等于零就是 /U) = 0有等根的 
条件，或者从几何上讲， f(x) = 0的轨迹(这是一系列的点)有两 
个重合点.这个性质显然与坐标系无关. 

若两个(或多个)二元型 

/i = aoxT + … 

fi =6 0 j ：7 + … +H 

由了变换成 F, = A 0 xr + … 

f 2 =氏祀+…+民幻， 

则系数的任何函数/如果满足关系式 
(6) /(A。， …， A mt B 01 BJ 

=r~7(a 0 , b 0 t —, b n ), 

就叫做两个型的联合不变量.例如，线性型+6,4与心力+ 
bzocz 以两式的结式 q 匕一 fl2 知作为联合不变量.从几何上讲，结式 
等于零意味着两式表示相同的点(齐次坐标).两个二次型 
f\ — aix? + 2by.x\x t +C1X2, 
fz = a 2< rf 4-26 2 x,jc 2 +c 2 x| 

有一个联合不变量 


= a\C 2 — 2b、bt +a 2 Ci, 



它的等于零表示 /, 与 / 2 代表调和点偶. 

除去单个型与一组型的不变量之外，还有协变量./的系数与 
变量的任何函数 c， 若除去 t 的模数(行列式)的乘幂外是 r 下的 
不变量，则称它为/的协变量.于是,二元型的一个协变量满足关 
系式 

C(A 0 , Aj , ••• , A„ , Xi , Xz) 

=r*C(a 0 , a x , … ， a 两， x x , x 2 ). 

绝对协变量和联合协变量的定义与不变量的定义类似.协变量中 
系数的次数叫做它的次数，而其变量的次数叫做它的阶数.这样， 
不变量就是零阶的协变量.然而，有时不变量一词用于狭义的不变 
量或协变量. 

/的一个协变量代表某一图形，它不仅相关于/而且射影相 
关于 /. 例如两个二元二次型 /(A, 而）与 #(x,, 心）的 Jacobi 行 
列式，即 

d£ d£ 

是两个型的权为1的联合协变量.从几何上讲，令 Jacobi 行列式等 
于零就代表一对点，它与原来/与#所代表的每一对点都是调和 
的.调和性质是射影性质. 

Hesse 引进的 Hesse 行列式① 

3x\ dxi 9 x 2 
£!/ 

9xi9x 2 dxl 

是权 2 的协变量，它的几何意义过于复杂，这里限于篇幅，不详细 
介绍(参看第35章第5节). Hesse 行列式的概念和它的协变性适 





用于 n 元的任何型. 

代数不变量的工作由 George Boole( 1815—〗 864) 开始于 
1841年，他的结果©是有局限性的.更值得一提的是 Cayley, 他为 
Boole 的工作所吸引而研究这个问题，并使 Sylvester 也对此感兴 
趣.和他们一起作这研究的还有 George Salmon(1819 — 1904) ，他 
是 1840-1866 年都柏林三一学院的数学教授，后来成为该校的神 
学教授.这三人在不变量方面作了如此多的工作，以至 Hermite 
在一封信中称他们为不变量三位一体. 

1841年 Cayley 开始发表射影几何在代数方面的数学文章. 
Boole 1841 年的文章提示给 Cayley 以”次齐次函数的不变量的 
计算法.他称这些不变量为导数，后又称为超行 列式; 不变量这个 
名词来自 Sylvester ② • Cayley 利用 Hesse 和 Eisenstein 的行列式 
思想，建立了得出他“导数”的一套 技巧. 后来从1854—1878年在 
《哲学汇刊》 上发表了 10篇关于代数形式的论文®代数形式是他 
用来称2个、3个或多个变量的齐次多项式的 名词. Cayley 对不变 
量的兴趣如此之大，以至使他竟然为不变量而研究不变量.他也发 
明了一种处理不变量的符号方法. 

就二元四次型特例 

/ = ax\ +4&c?x 2 +6crfj：2 -^-Adx\x\ + ex\ 

说, Cayley 证明 Hesse 行列式 H 同 / 与 H 的 Jacobi 行列式都是 
协变量，并证明 


gz = ae — \bd -YZc 1 



都是不变量.对这些结果， Sylvestei •和 Salmon 又增加了许多. 

另--有贡献的人是 Ferdinand Eisenstein ，他更关心的是数 
论，他早就发现二元三次型 ® 

/ = ax\ + 36rfx 2 + Zcx x x\ dx\ 

的最简单的二次协变量是它的 Hesse 行列式最简单的不变量 
是 

3b 2 c 2 + Bated — Ab 3 d — 4ac 3 — a 2 d 2 , 

它是二次 Hesse 行列式，也是/的判别式.又/和 H 的 Jacobi 行 
列式是阶数为3的另一协变量.后来， Siegfried Heinrich Aron- 
hold(1819 — 1884) 在1849年开始研究不变量，写过关于三元三次 
型不变量的文章 

不变量理论奠基者所碰到的第一个较大的问题是特殊不变量 
的发现.这大约是从18扣到1870年的工作方向.我们知道，这类 
函数能够构造出好多来，因为有些不变量如 Jacobi 行列式与 Hes¬ 
se 行列式本身也是具有不变量的型,并且因为一些不变量与原来 
型合在一起成为新的一组型，它们就会有联合不变量.几十个大数 
学家（包括已经提到过的那几个人），计算过特殊的不变量. 

不变量的不断计算引导到不变量理论的较大问题，这是在求 
得许多特别的或特殊的不变量后引 起的； 这就是求不变量的完备 
系•这就意味着对已给数目的变量和次数的一个型，求其最小可能 
个数的有理整不变量与协变量，使得任何其他的有理整不变量或 
协变量可以表成这个完备集合的具数值系数的有理整函数. Cay¬ 
ley 证明， Eisenstein 对二元三次式和他自己对二元四次式所求得 
的不变量与协变量，分别是两种情况下的完备系③.对其他种型的 
完备系的问题尚待解决. 



任何给定次数的二元型的基或有限完备系的存在性，首先由 
Paul Gordan(1837—1912) 证明，他的大半生都致力于这个问题. 
他的结果①是 :每个 二元型 /U, A) 都具有一个以有理整不变量 
与协变量所组成的有限完备系. Gordan 用了 Clebsch 的定理，故 
所得结果名为 Clebsch-Gordan 定理.它的证明冗长而繁难. Gor- 
dan 还证明了②二元型的任何有限组有不变量和协变量的一个有 
限完备系. Gordan 的证明给出如何计算完备系. 

在嗣后20年间 Gordan 的结果得到各种有限的推广. Gordan 
自己给出三元二次型③、三元三次型④，以及一组(含两个或三个） 
三元二次型⑤的完备系.对于特殊的三元四次型 xU 2 + xlx 3 + 
Gordan 给出了 54种基本型的完备系⑥. 

在1886年 Franz Mertens(1840 — 1927) ⑦用归纳法再次证明 
二元型组的 Gordan 定理.他假设对任一已知二元型组，定理为 
真，然后证明当组中有一个型的次数增加1时定理必然仍是真的. 
他没有明显给出独立不变量和协变量的有限集合，但他证明这个 
集合是存在的.最简单的情况是一个线性型，是归纳法的起点，这 
种型只有本身乘幂作为它的协变量. 

Hilbert 在1885年完成不变量的博士论文⑧后，在1888年⑨ 
又再次证明 Gordan 的定理，即任何已给二元型组都有不变量与 
协变量的一个有限完备系.他的证明是 Mertens 证明的修正.两个 
证明都比 Gordan 的简单得多.但 Hilbert 的证明也没有给出求完 
备系的步骤. 



在1888年 Hilbert 宣称能用一个完全新的途径来证明如下 
的问题而引起数学界的 惊奇: 次数与变量个数为已给的任何型以 
及任意多个变量的已给型系，都有独立的有理整不变量与协变量 
的一个有限完备系 ® .新途径的基本思想是暂时忘掉不变量而考 
虑这样的问 题:若 有限多个变量的有理整式的一个无穷系为已给， 
问在什么条件下存在有限多个这样的表达式，即一组基，使所有其 
他的表达式都可表成这组基的线性组合，组合的系数是原有变量 
的有理整函数.回答是总 存在. 更明确地说， Hilbert 在不变量的结 
果之前得出的基的定理可叙述如下 :代数 型就是 n 个变量的有理 
齐次整函数，系数在某确定的有理域内(域) . 给定了 n 个变量的任 
何次的无穷多个型的集合，则存在有限多个(基） F,, F 2 ，…，匕， 
使得集合中任一型 F 都可写成 

F = + A 2 F 2 + …+ 解， 

其中 A ■是”个变量（不一定在无穷系中）的适当的 
型，其系数与无穷系的系数都在同一域内. 

应用这个定理于不变量与协变量， Hilbert 的结 果是: 对于任 
何一个型或一组型，都存在有限多个有理整不变量与协变量，使得 
每个其他的有理整不变量与协变量都可表示成这有限集合中不变 
量或协变量的线性组合.不变量与协变量的这个有限集合是不变 
量的完备系. 

Hilbert 的存在性证明比 Gordan 的基的繁难计算要简单得 
多, Gordan 不由得吭声 道:“ 这不是 数学; 是神学.”然而在他重新 
考虑这个问题后 说:“ 我终于相信神学也有其优点 . ”事实上，他自 
己简化了 Hilbert 的存在性证明②. 

在I 9 世纪80年代和90年代不变量理论看来 已统一 了数学 



的很多领域.这个理论是那个时代的“近世代数”. Sylvester 在 
1864年说① :“正 女卩俗语说，条条大道通罗马,所以至少就我自己情 
况说，代数上的所有研究迟早都要归宿到近世代数的大厦，在其闪 
闪发光的大门口铭刻着不变量论这几个字 . ”不久这个理论本身成 
为研究的目标，而与其来自数论和射影几何的情況无关了.代数不 
变量的研究者坚持要证明每种类型的代数恒等式，而不管其有无 
几何意义. Maxwell 当年在剑桥求学时说过，那里有些人总是用 
quintics 与 qualities (五次型与代数型)来看整个宇宙的. 

另一方面，19世纪后半叶的物理学家并不注意这个问题.实 
际上 Tait 有一次提到 Cayley 说：“ 这样一个杰出的人物把他的 
才能放在这种完全无用的问题上岂不是遗憾的事吗？ ”然而这个 
课题确实直接地或间接地，主要通过微分不变量对物理学产生 
影响. 

尽管在19世纪后半叶有很多热心研究不变量理论的人，但就 
当时对这门学问所怀抱的希 M 和所追求的目标来说，它已失去其 
吸引力•数学家说 Hilbert 扼杀了不变量的研究，因为他已处理了 
所有的 问题. Hilbert 确曾在1893年写信给 Minkowski 说他不愿 
再研究这个问题了，又在1893年的一篇论文中说,这个理论的最 
重要的总目标已经达到.然而事实远非 如此. Hilbert 的定理没有 
证明如何计算给定的任何一个或一组型的不变量，因而不能提供 
个别重要的不变量.探索有几何意义的或有物理意义的特殊不变 
量仍是很重要的事，甚至对已知次数和已知变量个数的型来作基 
的计算也可能是一项有价值的工作. 

“扼杀”这个19世纪意义下不变量理论的，也正是扼杀过许多 
一度为人所过分热情地追求的其他活动的种种普通因素.数学家 
是跟着带头人 走的. Hilbert 的宣告和他自己放弃这个主题的研究 
这一事实，对其他人产生很大影响.还有，在许多易于立即得出的 



结果弄到手之后，重要特殊不变量的计算就变得更加困难 了. 

不变量的计算并没有随着 Hilbert 的工作而告结束. Emmy 
Noether( 1882—1935), Gordan 的学生，190 7 年完成博士论文 《三 
元双二次型的不变量完备系 >®. 她还给出三元四次型的协变量型 
的一个完备系，共331个.1910年她把 Gordan 的结果推广到 ti 个 
变量 ( 2 ). 

代数不变量论以后的历史属于近世抽象代数. Hilbert 的一套 
方法把模、环和域的抽象理论带到显著地位.用这种语言 Hilbert 
证明了每个模系(〃个变量的多项式类中的一个理想)都有由有限 
个多项式组成的一个基，或者 n 个变量的多项式域中每个理想都 
有一个有限基，如若多项式系数域中每个理想都有一个有限基的 
话•从1911到1919年 Emmy Noether 用 Hilbert 的方法和她自己 
的方法对不同情况的有限基写出许多论文.在后来20世纪的发展 
中，抽象代数观点占了主导地位•如 Eduard Study 在他的不变量 
论的教科书中抱怨说，人们只追求抽象方法而缺乏对特殊问题的 
关心. 


3. 双有理变换概念 

在第 35 章我们看到，主要是在19世纪30年代与40年代之 
间，射影几何的研究工作转向高次曲线.然而，在这个工作进行得 
还不甚深入以前，研究的性质有了改变.射影观点就是齐次坐标线 
性变换的 观点. 二次与高次的变换逐渐起作用，重点转向双有理变 
换. 在两个非齐次坐标的情形，这个变换具有形式 
x y) t y =中、 X ， y ), 

其中多与4是 x , ：y 的有理函数，并且 a y 可表为 o:' 与:/的有理 



函数.齐次坐标 X ,, x 2 与: t 3 的变换式为 

x \ = F ,( xi , x 2 , x 3 ), * = 1, 2, 3, 

其逆变换为 

Xi = Gi (工! ， 工“ X 】）,/ = 1, 2, 3， 

其中 F . 及0,_是各自变量的 n 次齐次多项式.除了有限多个点可 
能各对应于一条曲线之外，对应是一对一的. 

关于圆的反演，可以作为 
双有理变换的例子.从几何上 
讲，这个变换(图 39.1) 把 M 变 
到 M '， 或把变到 M ， 定义它 
的方程是 

OVf • OVT = r 2 , 

其中 r 是圆的半径.从代数上 
讲，若在 O 点建立一个坐标系， 

则由 Pythagoras 定理导出 

其中 M 是 U , : y ), M ' 是( 〆 ，： /) .在这个变换下圆变到圆或变到 
直线，并且可以反过来变.反演是把全平面变到自身的变换，这样 
的双有理变换称为 Cremona 变换.三个(齐次)变量的 Cremona 变 
换的例子是二次变换 

(8) xl == XiXi , Xi = X 3 X X , Xi = - TiX 2 , 

其逆是 -Cl = X2X3 % Xi = Xzx ( t x 3 = x{xz . 

双有理变换这个术语也用于更广泛的意义，即把一曲线上的 
点变到另一曲线上的点的变换是双有理的，但在全平面的变换不 
必是双有理的. 例如: (非齐次坐标)变换 

(9) X = x\Y = y 

在全平面不是一对一的，但是确实把: y 轴右边的任一曲线 C 以一 
对一的对应方式变到另一曲线. 



图 39. 1 



反演变换是出现的第一个双有理变换.在一定情况下 Ponce- 
let 在他1822年的《论图形的射影性质》中曾用过它，尔后又被 
PlUcker，Steiner ， Quetelet 和 Ludwig Immanuel Magnus (1790 一 
1861) 等人用过.它曾为 Mdbius ①详尽地研究过，其在物理上的应 
用为 Lord Kelvin© 及 Liouville 所认识③，后者把它称之为半径互 
为倒数的变换. 

在意大利几个大学当数学教授的 Luigi Cremona(1830- 
190 3 ) ,在1854年引进一般的双有理变换(把全平面变到自身)并 
写过多篇有关的重要论文④. Max Noether( 1844—1921)(Emmy 
Noethei ■的父亲），证明了这样一个基本结果 ⑤：一 个平面 Cremo¬ 
na 变换可由一系列二次的及线性的变换构成. Jacob Rosanes 
(1842 — 1922) 独立地发现这个结果⑥，还证明了所有平面上的一 
对一的代数变换必然是 Cremona 变换. Noether 和 Rosanes 的证 
明由 Guido Castelnuovo(1865 —1952>⑦加以完善. 


4. 代数几何的函数-理论法 

虽然双有理变换的本质是清楚的，但作为在这种变换下不变 
量研究的代数几何,其进展至少在19世纪是不能令人满意的.几 
种处理方法用 过了; 所获得的结果是不相联系的和零 碎的; 大多数 
证明是不完 全的; 并且很少获得重要定理.处理方法的多样性造成 
用语的显著差异.主题的目标也是模糊的.虽然双有理变换下的不 



变性曾是主导课题，但内容包括对曲线、曲面以及高维结构的性 
质的研究.由于这些因素，没有出现很多中心结果.我们给出所得 
结果的几个样本. 

第一种处理方法是 Clebsch 创立的. (Rudolf Friedrich) Al¬ 
fred Clebsch(1833 — 1872) 从 1850—1854 年在哥尼斯堡跟 Hesse 
研究.他早期工作的兴趣在数学物理方面，从1858到1863年在 
Karlsruhe 任理论力学教授，后又在 Giessin 和格丁根任数学教 
授.他研究了 Jacobi 变分法中留下的问题和微分方程理论.1862 
年他出版《弹性学教程 XLMrkc/i 办 r Elasticitat ). 然而他的主要 
工作是代数不变量和代数几何. 

到 I860 年左右为止， Clebsch 研究三次和四次曲线和曲面的 
射影 性质. 他在1863年遇到 Paul Gordan 并获悉 Riemann 在复变 
函数论方面的 工作. Clebsch 于是把这个理论用到曲线的理论上 
去®.这种方法叫做超越法.虽然 Clebsch 使复变函数与代数曲线 
发生联系，但他在给 Gustav Roch 的一封信中承认他不能理解 
Riemann 在 Abel 函数方面的工作，也不懂 Roch 学位论文中的 
论著. 

Clebsch 用以下方式重新解释复变函数论：函数 / (w , z) 
= 0,其中《 和访是 复变量，在几何上相应于 z 的一个 Riemann 
曲面与一个 W 平面或其一部分，或者也可以说是:相应于这样的 
—个 Riemann 曲面，它上面每个点附有 z 和《；的一对数值.若只 
考虑2和的实部，方程 f ( w ， z ) = 0 便表示实 Descartes 坐标平 
面的一条 曲线. z 与 u; 仍可有满足 /( w ， z ) = 0 的复数值,但不能 
画图.实曲线具有复数点这一观点在射影几何的工作中已经熟知. 
平面曲线的双有理变换论对应于曲面的双有理变换论.在上述的 
新解释下 .Riemann 曲面的支点对应于曲线上那样的点，那里一条 
直线 x= 常量与曲线相交于两个或多个相合的点，即它或者与曲 



线相切，或者过一个尖点.曲线上的二重点相当于曲面上那样的 
点，在那里两叶曲面恰好相切而无其他相接点.曲线上高阶重点也 
相当于 Riemann 曲面的其他奇点. 

在以后的叙述中将采用下面的定义（参看第23章第3 节）: 
次平面曲线的走> 1阶重点(奇点)是这样一个点，通过 P 的普 
通直线与曲线相交于 ”一々 个点.若在 P 点的 A 条切线是相异的， 
这个重点是寻 常点. 在计算一个 n 次曲线与 m 次曲线的交点数目 
时，每条曲线上重点的重数必须计算在内.若交点 P 在曲线 C •上 
是办重的，而在 C" 上是 A 重的，且在 P 点 C” 的切线与 C*" 的切线 
不相同，则交点的重数是从.一曲线 C' 称为伴随于曲线 C， 若 C 的 
重点都是寻常点或尖点，且若 C 的每个々阶重点是 C' 的一个 A — 1 
阶重点. 

Clebsch ①是第一个用曲线术语来重新叙述第一类 Abel 积分 
定理（第27章第7节） 的人. Abel 考虑一个固定的有理函数 
: y)， 其中工与: y 由任一代数曲线 /U, : y) = 0关联着，使得 
:V是: r 的函数.设(图 39. 2) / = 0为另一代数曲线 
y , ci\y a 2t ••• , a*) = 0 

所截，其中 a •是炎= 0中的系数.设多= 0与/=0的交点是(^ , 
yi )， (:2， yz ), …， ( x mt 
: y*) •(这些点的个数 m 是/ 
与多的次数的乘积 .） 已知/ 
= 0上~~点(工。， ) ，其中 
属于 /=o 的一个分支，则可 
考虑和式 

1 = ^ R ^ x * y) 如 . 

上限 a ，乂全都在> = 0上,而积分/是上限的函于是,这些上 



图 39. 2 



限有一个特征数/>，它应是其余上限的代数函数，数 /* 只与/有 
关.再者，/能够表示成这/>个积分与 X, , :1, 2,…， m) 的 
有理函数与对数函数之和.又，若曲线 > = 0随参量由 a 变到 a* 
而改变，则 x, 也将变化，于是/通过X,成为 fl, 的函数 .a, 的函数 
/将是 a, 的有理函数，或者在最坏的情况下也只包括 a, 的对数 
函数. 

Clebsch 也把 Riemann 关于 Riemann 曲面上 Abel 积分（即形 
如 y)Ar 的积分，其 中* 是有理函数且 /U, ;y) = 0) 的概 
念用到曲线上.为说明第一类积分，考虑一个无重点的四次平面曲 
线 C,. 这里/> = 3且有三个处处有限的积分 

适用于 C 4 的也可适 用于; I次任意代数曲线/(X, 30 = 0 .那 
时有/>个积分代替三个处处有限的积分（其中/ •是 / = 0的亏 
格），每个积分有 2p 个周期模数(第27章第8节).积分具有形式. 

J 蜂， 

其中#是一个(伴 随的〉 多项式，恰为 „一 3 次，且在/= 0 的重点 
处与尖点处为零. 

Clebsch 的次一贡献①是引进亏格的思想作为对曲线进行分 
类的概念•若曲线有 d 个二重点，则亏格/»= (1/2〉(>|一1)(；1一2) 
一以前有曲线的亏数概念（第23章第3节），即；I次曲线可能 
有的二重点最多个数 (n-l)(»-2)/2 减去确实有的二重点数. 
Clebsch 证明只具有寻常重点（切线全不相同）的曲线，亏格 
(genus) 与亏数 （deficiency) 相等，且亏格在把平面变到自己的双 


① Jour, fur Math. , 64,1865,43〜 65. 

② Jour, fur Math. , 64,1865,98~ 100. 



有理变换下是一个不变量①. Clebsch 亏格的概念是与 Riemann 
对 Riemann 曲面的连通数相关联的. 与亏格为 p 的曲线对应的 
Riemann 曲面具有连通数2/> + 1 . 

亏格的概念可以用来建立曲线的重要定理. Jacob LUroth 
(1844 — 1910) 证明了②亏格为0的曲线可用双有理变换变到一条 
直线 .Clebsch 证明了一条亏格为1的曲线可用双有理变换变到 
三次曲线. 

除去用亏格分类曲线外， Clebsch 还仿照 Riemann 的办法在 
每个亏格中引进类别 .Riemarm 考虑过③他的曲面的双有理变换， 
例如，若 f ( w t z ) = 0 是曲面的方程，并设 

训 = Ri(w y z) t zi = R z (w, z) 

是有理函数，且逆变换是有理函数，则 /(«；, 幻可以变换成 F( Wl , 
*.)=0. 两个代数方程 F ( w t z )=0 (或它们的曲面)仅当它们有 
相同的 P 值时才可以彼此双有理变换•（曲面的页数不一定保持 
不变. )Riemann 不要求进一步的证明，它是由直观保证的. 

Riemann (在 185 7 年的论文中）认为所有能彼此双有理变换 
的方程(或曲面）属于同一类.它们有相同的亏格 /». 然而，不同的 
类别可具有相同的/>值(因为歧点可以不同).亏格为的最普遍 
的类，当 P〉0 时用 3p-3 个(复数)常数(方程中的系数)去刻画， 
当/> = 1时用一个常数，当/> = 0时用零个常数去刻画.在椭圆函 
数情况下，/>= 1,于是有一个常量.对于三角函数，/> = 0,故没 
有任何任意常量. Riemann 把常量的个数叫做类模数.常量在双有 
理变换下是不变量. Clebsch 同样把从一个曲线用一一对应的双 
有理变换导出的所有曲线放在一类.在同一类的曲线必然有相同 
的亏格，但是也可 以有不同的类具有相同的亏格. 

①若重（奇〉点是 》•, 阶的，则曲线 c 的亏格/>是 — 1K« — 2)/2 - 
(1/2)2^(^-1),其中和式遍历所有重点.亏格是更细致的概念. 



5. 单值化问题 

后来 Clebsch 把注意力转向所谓曲线的单值化问题.首先说 
明这个问题的含义.已给方程 

(10) w 2 +Z 2 = 1 ， 

把它表成参量形式 

(11) « = sin /, w = cos /, 

或参量形式 

…、 2r I-/ 2 

02) ^ = rr7^ = r+7- 

这样，即使 (10) 定义切为 2 的多值函数，我们也能把 2 和《；都表 
示成 f 的单值函数.称参量方程 （11) 或 （12) 把代数方程 （10) 单 
值化 • 

对亏格0的方程 f ( w y Z) = 0, Clebsch® 证明每个变量能够 
表示成单个参量的有理函数.这些有理函数都是单值化函数.当/ 
= 0解释为一条曲线时，则称它为有理曲线.反之，若/ = 0的变 
量 w 与2能够用一个任意参量有理表出，则/ = 0的亏格为 0. 

Clebsch 在同一年②证明当 p = 1时与 z 能够表示成参量疗 
与7的有理函数，其中护是 S 的三次或四次多项式.于是 /(«/, z ) 
= 0 ,或相应的曲线，称为双有理的，这是 Cayley 所引进的名词® 
它也叫做椭圆的，因为方程 （d W /dz) 2 = V 2 导致椭圆积分.我们也 
说 u; 与^可表示成为单参量《的双周期单值函数,或者表示成为 
PU) 的有理函数，这里 PU) 是 Weierstrass 函数. Clebsch 用一个 
参量的椭圆函数把亏格1的曲线单值化，这一成果使他有可能证 


明这些曲线有关拐点、密切锥、从一点到曲线的切线等值得注意的 
性质,其中有些性质虽早有证明但却极其困难. 

对于亏格为2的方程 f(iv ， z) = 0, Alexander von Brill 
(1842—1935) 证明了①变量 u； 与 z 能够表示为 $ 与 1? 的有理函 
数，其中V 2 现为$的五次或六次多项式. 

这样，亏格为0, 1, 2的函数能够单值化.对亏格大于2的函 
数 /(w, «) -0, 当时的想法是用更一般的函数，即自守函数.在 
1882年 Klein ②给出一个普遍的单值化定理，但其证明是不完全 
的.在1883年 Poincare 发表了他的一般单值化定理③，但他也没 
有完全的 证明. Klein 与 Poincare 两人继续努力证明这个定理，但 
在25年间没有决定性的成果.在]907年 Poinca 沒④与 Paul 
Koebe(1882 — 1945) ⑤各自独立给出这一单值化定理的证明. 
Koebe 于是把这个结果推广到许多 方面. 现在既已严密地建立了 
单值化定理，那就有更好的办法来处理代数函数及其积分了. 


6. 代数-几何方法 

代数几何研究的一个新方向开始于 1865—1870 年间 Clebsch 
和 Gordan 的合作. Clebsch 不满足于只指出 Riemann 的研究对曲 
线的重要意义 • 他现在想用曲线的代数理论来建立 Abel 积分理 
论•在1865年他和 Gordan 合作写出了他们的 《Abel 函 数论》 
< Theorie der Abelschen Funktionen , 1866). 我们必须注意到，这 
时 Weierstrass 的更严密的 Abel 积分理论尚无人知道，而 Ri e - 
mami 的基础 一 他的存在性证明基于 Dirichlet 原理——不仅使 




人感到奇怪，而且还没有完善建立.而且那时对于代数型(或曲线） 
的不变量理论，以及对于用射影方法作为处理双有理变换的所谓 
第一步，都具有相当大的热情. 

虽然 Clebsch 和 Gordan 的工作对代数几何作出了贡献，但并 
没有用纯代数理论来建立 Riemann 的 Abel 积分理论.他们诚然 
是用代数的与几何的方法，而不同于 Riemaim 的函数论方法，但 
他们也用了函数论的基本结果和 Weierstrass 的函数论方法.另外 
他们也用了有理函数和交点定理的某些结果作为已给的事实.他 
们的贡献总的说来是 :从一 些函数论的结果出发，用代数方法获得 
了先前用函数论方法所建立的结果.有理变换是代数方法的精髄. 

他们给出有理变换下代数曲线亏格 p 的不变性的第一个代 
数证明，以/=0的次数和它的奇点个数作为的定义.于是，利 
用/>是 /(A ，: r 2 ,心 ） = 0的线性无关的第一类积分的个数(而且 
这些积分处处有限)这一事实,他们证明变换 

fix . = Myi , yz , y 3 )， i = 1，2, 3, 

把第一类积分变到第一类积分，从而是不变量.他们也给出 
Abel 定理的新证明(应用函数论的思想和方法). 

他们的工作是不严 密的. 特别是他们也按照 Plucker 的传统 
用任意常量的个数来确定和 C* 的交点个数.对特殊类型的二 
重点没有进行研究. Clebsch-Gordan 工作对代数函数论的意义在 
于 :用代 数形式清楚表达出像 Abel 定理那样的结果，并用这种形 
式来研究 Abel 积分.他们把 Abel 积分和 Abel 函数理论中的代数 
部分放在更加突出的地位，特别是在变换本身的基础上建立了变 
换理论. 

Clebsch 和 Gordan 提出很多问题并留下很多漏洞.所提出的 
问题指出了以纯粹代数理论对代数函数进行代数研究的一个新方 
向.用代数方法的这个研究工作由 Alexander von Brill 与 Max 
Noether 从1871年起继续进行，他们的关键性文章发表于1874 



年① .Brill 和 Max Noether 的理论基于著名的留数定理，这在他们 
手里代替了 Abel 定理.他们也用代数方法证明了关于代数函数 
F ( w t z) 里常量个数的 Riemaim-Roch 定理，这里函数 z) 除 
去在 G 的 m 个已给点外不再变为无穷大.根据这个定理，满足所 
说条件的最一般的代数函数具有形状 

F= C,F, +C 2 F 2 + ••• + €； 厂 + CU,， 

其中 ^ = m — p + v t 

: •是线性无关的函数— 3 次〉 的个数，它们在 m 个已给点处为 
零,是的亏格.例如，若是没有二重点的匕，则/= 3,且多 
都是直线.在这种情况下，若 

m = 1 ， 则 r = 2,且 t 1 = 1 一 3 + 2 = 0; 

»* = 2，则【=1，且 # = 2 — 3+1 = 0; 
m = 3jjr = 1 或0,且芦=1 或 0. 

当 P = 0时，没有代数函数在已给点处变为无穷大.当 m = 3时， 
有一个且仅有一个这样的函数，假如那三个已知点是在一直线上 
的话.若三点确乎在一直线 t； = 0上，则此线交于第四个点.选 
取一直线 m = 0 通过这个点，则 R =«/^. 

这个工作取代了 Riemami 对在已知点变为无穷的最一般的 
代数函数的确定法.再者 Brill-Noether 的成果胜过射影的观点， 
因其所处理的由/ = 0给出的曲线 C； 上点的几何,它们相互间的 
关系在 一一 对应双有理变换下不变.这样就第一次从代数上证明 
了曲线交点定理.计算常量个数这一方法被舍弃了. 

代数几何方面的工作由 Noether® 和 Halphen ③继续，他们详 
细研究了空间代数曲线.任一空间曲线 C 能够双有理地射影变换 
为一个平面曲线仏.由 C 所得的所有这种 C, 都有相同的亏格.所 



以 C 的亏格定义为任一这种 G 的亏格，并且 C 的亏格在空间的 
双有理变换下是不变的. 

多年来受到最大注意的课題是平面代数曲线的奇点的研究. 
直到1871年，代数函数的理论，从代数观点考虑的，限于研究有不 
同的或相离开的二重点（最坏的只是尖点）的那种曲线.对于有更 
复杂的奇点的曲线，人们相信可以作为具有二重点的曲线的极限 
情况来处理.但是实际的极限步骤是模糊的，并且缺乏严密性与统 
—性.奇点研究的顶峰是两个著名的变换定理.第一个定理说，每 
条不可约的平面代数曲线可用一个 Cremona 变换变到一条曲线， 
它除了有不同切线的重点外别无奇点.第二个定理断 言:每 条平面 
不可约代数曲线用只在曲线上双有理的变换，能变换成另一曲线， 
它只有具不同切线的二重点.曲线化简到这些简单形式，就使代数 
几何的一套方法_易得到应用. 

然而，这些定理的许多证明，特别是第二个定理的证明，是不 
完整的或者至少受到数学家(除去给出证明的作者)的指责.第二 
个定理实际上有两种情 况:射 影平面中的实曲线以及复函数论意 
义下的曲线，其中 z 和; y 各自在一个复平面上取值. Noether ①在 
1871年用一系列在全平面上一对一的二次变换证明了第一定理. 
—般把这证明归功于他,实际上他只是指出一个证法，而是由许多 
著者加以完善并修改的®. Kronecker 应用分析与代数，建立了一 
个方法以证明第二 定理. 他把这个方法在1858年口头上告诉了 
Riemann 和 Weierstrass, 从1870年起用之于讲课，并在1881年 
发表了它®•这个方法使用有理变换，借助于所给平面曲线的方 
程，变换是一对一的，并把奇异情况变到“正则情 况”； 即奇点变成 
有相异切线的二重点•然而这结果 Kronecker 并没有叙述出来，只 


① NachrichUn Konig. Ges. dtr Wits. xuGott. , 1871，267 〜 278. 

② 又参看 Noether, Math. Ann. , 9,1876,166 〜 182 与 23,1884,311 〜 358. 





是隐含在他的工作里. 

这个第二定理的大意是,所有多重点用曲线的双有理变换能 
够化成二重点，它是由 Halphen 在1884年®首先明显叙述出来并 
给予证明的，许多其他证明都曾提出过，但没有一个是被普遍接 
受的. 


7.算术方法 

研究代数曲线的方法，除去超越方法与代数••几何方法之外， 
还有一个方法，叫算术方法，然而它至少在概念上是纯代数的.这 
个方法实际上是一批理论，它们在细节上大不相同，但在三类 
Abel 积分的被积函数的构造与分析上有共同之点.这个方法是由 
Kronecker 在其讲义②中，由 Weierstrass 在其 1875—1876 年的讲 
义中，并由 Dedekind 和 Heinrich Weber 在一篇合写的论文③中发 
展出来的.这方法的完整叙述出现于 Kurt Hensel 与 Georg 
Landsberg 的教科书《单变量代数函数论》 (7^ori‘e</er algebrais- 
chen Funktionen einer Variabeln , 1902) 中. 

这个方法的中心思想来自 Kroneckei •与 Dedekind 关于代数 
数的研究工作，并利用代数数域中的整代数数与复函数中在 Rie- 
mann 曲面上的代数函数之间的 类比. 代数数理论是从整系数不 
可约多项式方程 fix) = 0出发的.在代数几何上的类比是一个不 
可约多项式方程 /(?, 4 =0,其中？乘幂的系数都是 z 的多项式 
(比如说是实系数的).在数论中可以考虑由 f(x) = 0的系数和它 
的一个根生成的域 R(x). 在几何中则考虑所有 z) 形成的 



域,它们在 Riemann 曲面上是单值的代数 函数. 于是考虑数论中 
的整代数数.与此相应的代数函数 G(C, 4是整函数，即只在: r = 
00处变为无穷大的代数函数.整代数数能分解成实的质因子与单 
位，这分别相应于 G(?, z) 之能分解成只在 Riemann 曲面上一点 
处为零的因子和一些无处为零的因子. Dedekind 在数论中引进理 
想以讨论可除性，这在几何上的类比 是:把 幻的一个在 Rie- 
mami 曲面上一点处为零的因子，代之以尺 (C，z) 的域中所有在该 
点为零的函数 集合. Dedekind 与 Weber 用这种算术方法来处理代 
数函数域，他们得到了经典性结果. 

Hilbert 继续用 Dedekind 和 Kronecker 的本质上是代数的或 
算术的方法进行代数几何的研究①，他的一个主要定理， Hilbert 
的零点定理说 :任意 多个齐次变量 x, , - , 
的空间内每个任意范围的代数结构(图形)，恒能用有限个齐次方程 
F| = 0, F 2 = 0,…，= 0 

来表示，使得包含原来那个结构的任意其他结构的方程，都可以表 
成 

Mi F! + …+ = 0, 

其中各个 M 都是任意齐次整式，其次数必须如此选择使方程本身 
的左边是齐次的. 

Hilbert 依 Dedekind% M.F, 的集合为模(此名调是今日的理 
想,而模现在稍更一般些).于是可把 Hilbert 的结果叙述为 :R„ 的 
每一个代数结构确定一个为零的有限模. 


8. 曲面的代数几何 

几乎从曲线的代数几何工作开始之时起，曲面的理论就有人 



研究了.这里工作的方向也转向在线性与双有理变换下的不变量. 
像方程 /U, 30 = 0 —样，多项式方程/(X， y f z ) = 0 也有双重 
解释.若 A y, 2取实数值，则方程代表一个三维空间的二维曲 
面.然而，若这些变量取复数值，则此方程代表六维空间的四维 
流形. 

研究曲面的代数几何方法类似于研究曲线的方法. Clebsch 
用函数论方法并引进①二重积分，相应于曲线论中的 Abel 积分. 
Clebsch 指出，对于有孤立多重点和寻常多重直线的 m 次代数曲 
面，某个 m — 4次曲面应该起 m — 3次伴随曲线对于 m 次曲线的 
作用.已给有理函数 ： y，z)， 其中 x, : y 和2由/(工， y， Z ) 
= 0相关联，如果要使二重积分 

y, z)dxdy f 

在四维曲面的二维域上恒保持有限，则求得其形式为 

JJ 

其中 Q 是 m —4次多项式. Q=0 是一个伴随曲面，通过/=0的 
多重直线，且在/= 0的每一个々阶多重直线处有一个至少是 
走 一 1阶的多重直线，以及在/的每个 g 阶孤立多重点处有一个至 
少是9一 2阶的多重点.这种积分叫做第一类二重积分.这类线性 
无关积分的个数，即是 Q(x, % 幻 中基本常量的个数，叫做/=0 
的几何亏格九.如果曲面没有点的多重直线，则 
. (/w — l)(m — 2)(m — 3) 

-6- • 

Max Noether ②与 Hieronymus G. Zeuthen( 1839 一 1920) ③证明 
P K 是曲面(不是全空间)在双有理变换下的一个不变式. 



直到这里，曲面和曲线论的类比是好的.第一类二重积分类似 
于第一类 Abel 积分.但现在明显出现第一个差异.必须计算 m — 4 
次多项式 Q (它在曲面多重点处的性态使积分保持有限)中的基本 
常量的个数.但只有当多项式次数 N 充分大时，才可用确切公式 
求得条件的个数.若将 N = m — 4代入此公式，便可得不同于九 
的一个数. Cayley® 称此新数为曲面的数值(算术的)亏格九.最一 
般的情况是 p n = p K . 当等式不成立时有九 < 九，那时曲面称为 
非正 则的； 否则称为正 则的. 后来 Zeuthen© 与 Noether® 证明了 
A •在它不等于 h 时的不变性. 

Picard® 发展了第二类二重积分的理论.这些是以 



那样的方式变为无穷大的积分，其中 C； 和V是 ；y 与*的有理 
函数，且 /Cr, 3N 0 = 0 .不相同的第二类积分的个数是有限的， 
这里所谓不相同的意义是指这些积分的线性组合中没有一个能化 
成 03) 的形式，这个数是曲面/=0的双有理不变量.但和曲线情 
况比就不对了，不相同的第二类 Abel 积分的个数是 2/>. 代数曲面 
的这个新不变量似乎与数值亏格或几何亏格没有联系. 

代数曲面的研究成果远比曲线少得多.一个理由是曲面可能 
有的奇点要复杂得多. Picard 和 Georges Simart 有一个定理被 
Beppo Levi(1875 — 1928) ⑤所证明 ：任何 （实的）代数曲面能够双 
有理地变换成无奇点的曲面，然而它必须在一个五维的空间内.不 
过这个定理没有多大用处. 

就曲线来说，单独的不变量亏格/>能够用曲线的特征数或 




Riemann 曲面的连通数来定义，就 /U, : y, *) = 0的情形说，还不 
知道算术上刻画双有理不变量的个数我们不打算进一步描述 
曲面代数几何的少数有限成果. 

代数几何的主题现在包括对高维图形(流形或族，由一个或多 
个方程定义)的研究.除了在这个方向的推广之外,还有另一类推 
广，即在定义方程中用更一般的系数(这些系数可以是抽象环或域 
中的元素），并用抽象代数的方法进行研究.研究代数几何的方法 
有好几种，又因20世纪用了抽象的代数叙述，导致在用语上与研 
究方法上产生明显的差别，使得一类的工作者很难于了解他类的 
工作 • 20世纪强调的是抽象代数研究方法.看来这确实能明确表 
达定理与证明，从而解决了对旧结果的意义与正确性所引起的许 
多争论.然而大多数研究工作似乎对代数的关系比对几何的关系 
更多一些. 





